﻿I D BOIANGIU E CARAGHEORGHE M RAOtȘ L GHERMANESCU IONESCU E HASEGANU Z^MFIREXU S MURGUIESCU M SAVU MECANICA MATERIALELOR EDITURA DIDACTICA, Я PEDAGOGICA, BUCUREȘTI - MINISTERUL EDUCAȚIEI ȘI INVĂȚAMINTULUI Prof dr ing DUMITRU D BOIANGIU Prof ing EMIL CARAGHEORGHE Coni dr ing MÎRCEA RADEȘ Sef lucr ing LUCIA GHERMĂNESCU IONESCU Sef lucr ing ELIZA HAȘEGANU ZAMFIRESCU Sef lucr ing SABIN MURGULESCU Asist, ing MARIANA SAVU • - EDITURA DIDACTICA Șl PEDAGOGICA - BUCUREȘTI Dezvoltarea vertiginoasă în ultimele decenii a tehnicii, чп general, și a construcțiilor de mașini, în special, oferă și totodată solicită spre rezolvare inginerilor un număr din ce în ce mai mare și mai variat de probleme de mecanică și rezistența materialelor Lucrarea este elaborată pe baza programelor analitice •ale cursurilor de mecanică și rezistența materialelor aferente facultăților din învățămîntul superior tehnic cu· profil nemecanic Avîndu-se în vedere numărul mic de ore de curs și ■seminar prevăzute pentru mecanică și rezistența materialelor în programele acestor facultăți și pentru însușirea temeinică a conținutului acestei discipline, materialul conținut în lucrare este prezentat în mod concentrat, în acest scop, lucrarea conține, pe lingă elementele teoretice, și cîteva exemple de rezolvare a unor aplicații practice La elaborarea lucrării, autorii au avut în vedere faptul că noțiunile ce se însușesc la acest curs stau la baza altor cunoștințe ce se predau ulterior la alte discipline de specialitate Autorii au urmărit să angreneze studentul în procesul de gindire și totodată acesta să-și îmbogățească volumul de cunoștințe pentru a putea participa cît mai eficient ia realizarea mărețelor sarcini ce stau în fața inginerilor din țara noastră Lucrarea se adresează studenților de la facultățile de electrotehnică, electronica, automatică, energetică etc Ea poate fi utilizată și de studenții celorlalte facultăți ehnice, iar pe plan mai larg este folositoare tuturor celor care studiază și utilizează în activitatea lor noțiunile de vaza ale mecanicii tehnice autorii • г ·,: · · · · ' t · OBIECTUL MECANICII • * Г ’ i · · · · Л л f ♦ · · m Volumul (V) m • Viteza (₽) m/s Accelerația («) = LT~ m/s Forța (F) = MLt- ' N Lucrul mecanic = ML T~ i( : ' J Puterea (P) = ML T~ ■ W Energia cinetică • ·· ’ ’ · , (Ю = ML T~ • * · » * ·* ·· · ■ > · · ·· : ' î ·/ în sistemul internațional SI unitatea de forță este Newtonul (N) și reprezintă forța care-i imprimă unei mase de kg o accelerație de m/s Pentru lucrul mecanic și pentru energia cinetică se utilizează ca unitate de măsură Joule-ul (J) care reprezintă lucrul mecanic efectuat de o forță de N prin deplasarea în lungul suportului său cu m Pentru putere se consideră ca unitate wattul (W) și reprezintă lucrul mecanic (energia) de Joule efectuat într-o secundă , · V γ · · · * i Principiul omogenității O relație de egalitate între' două mărimi fizice este valabilă numai dacă cei doi termeni ai egalității sînt de aceeași natură adică relația de dimensiuni este aceeași · ' ’ Acest principiu este folosit de regulă la verificarea formulelor care exprimă o lege fizică și la determinarea dimensiunilor și a semnificației constantelor si coeficienților çe apar într-o formulă * - JT- •ή* Μ*- ’· STATICA STATICA PUNCTULUI MATERIAL Partea clin mecanică care studiază reducerea sistemelor de forțe ce acționează asupra unui punct material sau asupra unui corp sau mai multor corpuri, precum și condițiile de echilibru ale acestora, poartă numele de statica în vederea simplificării calculelor, într-o primă etapă se studiază cazul corpurilor ce pot fi considerate drept puncte materiale în acest caz, studiul echilibrului punctului material este definit drept statica punctului material Se disting două situații : punct material liber și punct material supus la legături Punctul material liber este un concept ce rezultă dintr-un proces de abstractizare care se efectuează cu scopul de a simplifica metoda de studiu a condițiilor de echilibru sau a mișcării corpurilor ce se pot asimila drept puncte materiale El se caracterizează prin faptul că poate ocupa orice poziție în spațiu Punctul material supus la legături se caracterizează prin faptul că are obligația să rămînă permanent pe o suprafață sau pe o anumită curbă Această restricție ce se impune punctului material, care poartă numele de legătură, poate fi de mai multe feluri, în funcție de posibilitățile de mișcare ce mai ram în Legătura este bilaterală dacă punctul material este obligat să nu părăsească suprafața sau curba pe care se află Un exemplu caracteristic îl constituie o mărgea care se află pe un inel circular de sîrmă (fig , a) în acest caz, mărgeaua nu poate părăsi inelul nici către interior nici către exterior, ea nu se poate mișca decît pe inel Dacă se consideră cazul unui pendul constituit dintr-un punct material susținut de un fir flexibil și inextensibil, atunci punctul poate părăsi suprafața sferei pe care o poate descrie către interiorul ei în acest caz legătura este unilaterală (fig , b) Legătura (suprafața sau curba) ce se impune unui punct material poate să fie rigidă în timp, adică nu se modifică numește scleronomă Dacă legătura se modifică în timp, adică suprafața sau curba pe care se află mobilul își schimbă forma în timp, ea se numește reonomă în foarte multe aplicații, între suprafața sau curba ce constituie legătura și punctul material apare o rezistență la tendința de mișcare a acestuia, datorită asperităților din suprafața de contact ; în Fig acest caz legatura osto cu frecare Dacă se admite că frecarea este neglijabilă, legătura se numește ideală în marca majoritate a aplicațiilor tehnice se întîlncsc legături sclcronome cu frecare O noțiune importantă ce intervine în studiul mișcării sau echilibrului punctului material este cea dc număr de grade de libertate Prin definiție, numărul de graie de liberiate este numărul parametrilor scalari independenți cu care se poate determina, la un moment dat, poziția în spațiu a unui punct material sau a unui corp rigid Punctul material liber în spațiu are trei grade de libertate, astfel ca într-un sistem dc referință cartezian poziția sa este perfect determinată dacă se cunosc cele trei coordonate x, g, z în cazul unui punct material legat de o suprafață, poziția sa poate fi determinată prin două coordonate, ceea ce înseamnă că arc două grade de libertate Dacă punctul material se află permanent pe o curbă,, poziția șa poate fi determinată prin lungimea arcului de curbă măsuraț dintryun punct fix, aflat pe curbă, ceea ce înseamnă că în acest caz el are un singur grad de libertate Un punct material fix nu are nici un grad de libertate Punctul material supus la legături, adică la unele restricții geometrice, are implicit un număr redus de grade de libertate ·, , STATICA PUNCTULUI MATERIAL-LIBER /-· ’ · ■ ‘ · * · , i- V · j · ■ t • * ·, » REDUCEREA FORȚELOR CONCURENTE Prin reducerea unui, sistem de forțe se înțelege determinarea unui alt sister de forțe, de regulă mai simplu, care să aibă însă neapărat același efect a) Dacă se consideră un punct material M liber aflat în spațiu în Oy asupra căruia acționează simultan' doua forțe Fx și F (fig ) ce fac între ele unghiul a, se deduce, în baza principiului paralelogramului (fig , , a) că aceste forțe pot fi înlocuite prin rezultanta R dată de relația vectorială : țț · ( piftiile dintr-un triunghi oarecare se pot determina mărimea Kmodulul) rezultantei și poziția ci prin valorile unghiurilor, αν a și β, obser-vînd că : β = я α* - Astfel : I Л I = cos β = Уf'l + lif - ЖА cos « sin à sili aÃ sina b) Dacă sc consideră un punct material M asupra căruia acționează^ mai multe forțe concurente F\, F , ,, Fn (fig ), reducerea sistemului se poate efectua din aproape în aproape, prin aplicarea succesivă a regulei paralelogramului Pentru a simplifica figura s-au prezentat numai forțe, adică în cazul considerat n = Din conlpunerea primelor două forțe se obține rezultanta Л', care poate înlocui efectul acestor două forțe Prin compunerea rezul-tantei jR' cu F se obține rezultanta R" și se continuă astfel pînă la ultima forță Fn, Se observă că se obține, în acest mod, un poligon al forțelor Ai ABC ale cărui laturi sînt echipolente, adică egale ca mărime, direcție și sens cu forțele sistemului Unind originea primei forțe (punctul M) cu vîrful ultimei laturi echipolente din poligonul forțelor se obține rezultanta sistemului de forțe concurente ' ' - - Observalii · - n R' "h sau, Іа scara desenului : MA + MB = MD și MD + MC = MD' Se observă că MD' este tocmai diagonala paralelipipedului construit pe· laturile MA, MB, MC, care, la scară sînt tocmai cele trei forțe concurențe, adică la scară: MD’ = MĂ + MB + MC, sau, obscrvînd că R = MD„ rezultă : R = + I'\ + f'u· TEOREMA PROIECȚIILOR I a) Proiecția unui vector АВ pe o axă Δ se obține ducînd (fig, ) prim punctele A și В planele normale Kj și π pe axa Δ Segmentul ab, constituit de punctele a și b în care cele două plane sînt înțepate de axa Δ, este proiecția vectorului AB pe axă Se notează, în acest caz, ргдАВ = ab sau ргд? = ab Mărimea acestei proiecții este dată de : ргдАВ = prA I F\ — I AB | cos α = | F | cos-a — ab Unghiul a este unghiul dintre suportul vectorului F = AB cu аха Δ (пь figură, AB' II ab) Direcția axei este precizată prin versorul Ü, constant ca mărime, direcție și sens Se mai poate scrie : - - - , |u||F| cos a ргд AB = I F I cos a = = и -l· |ύ| Rezultă : ргд AB = ü*F Observație Proiecția forței F este o mărime tivă Ea este pozitivă dacă r ‘ ‘ ; ’ z * ·*· · * * f Σ * • / · Ț · r · a W * a) Descompunerea unei forțe după două direcții date O forță F aplicată unui punct material liber poate fi înlocuită prin două componente ce acționează «după două direcții date și Δ Această descompunere se bazează pe principiul paralelogramului (fig , a) ·? b) Descompunerea unei forțe după trei direcții necoplanare date O forță F aplicată unui punct material liber poate fi înlocuită prin trei componente ce acționează după trei direcții concurente date Δχ, Δ și Δ (fig , ô) Această descompunere se bazează pe regula paralelipipedului c) Expresia analitică a unui vector în râport cu un sistem de axe ortogonal Oxyz·· · · ·» Direcțiile axelor Ox, Oy, Oz sînt determinate de,versorii i, j, k Vectorul F este reprezentat în figura prin segmentul mitate cu regula paralelogramului, el poate fi descompus œnte ОС și ', astfel că se poate scrie : F =ÕC OC' ,în confor- 'r ' f (z, У = μΝ =» = A tg p ; rezultă μ == tg p Unghiul p poartă numele de unghi de frecare Se p oate observa că dacă asupra punctului acționează o forță activă rezultantă aflată în interiorul conului de frecare, atunci componenta Ί\ F/ma, și punctul material se pune în mișcare Pentru echilibru este necesar ca suportul rezultantei forței active să fie în interiorul conului de frecare Fig Fig în cazul studierii condițiilor de echilibru a unui punct material, se poate-determina situăția comparînd unghiul a pe care- face suportul forței active-cu normala la suprafață cu unghiul de frecare p care limitează poziția de-echilibru La echilibru trebuie deci să avem a p, adică cos a cos p Se notează versorul normalei la suprafața de sprijin a punctului de sprijin* cu ?? Suprafața este dată prin ecuația f( r, ¿ , z) Expresia unghiului a dintre forța activă și normală este dată de relația analitică : cos α Ialini Expresia versorului fi este de forma : & -i dx — ·] + — dy êz · · * ' ■* · Expresia forței active Ra este de forma : Observînd că : cos p — se poate scrie condiția de echilibru sub* forma : af ar y dx J an dz ) ■fS — · an y); în cazul punctului material rezemat pe o curbă în spațiu se poate determina-suportul versorului normalei ñ prin compunerea celor doi versori normali la cele două suprafețe, care prin intersectarea lor dau curba respectivă și apoi se? determină unghiul dintre normală și forța activă în același mod O cale mai simplă o constituie însă folosirea ecuațiilor parametrice ale curbei z χ = æ( ; y = z/( ; în acest caz, versorul tangentei la curbă este : dz z = z(T) dx dy dt dt ’ di Se notează unghiul dintre tangenta la curbă și direcția forței active cui al în acest caz, condiția de? echilibru a Se observă că : cos β = cos rezultă din expresia : sau : dx i dy dz dl dt " di dx Ì dt / dy\z dl / di J determinarea condițiilor de echilibru este suficient să se stabilească» -Pentru Zk · à ¿ r · l * J · л ‘ t J t VI jL * · L· J * · J · z V • A APLICAȚIA Se consideră corpul de greutate G care reazemă cu frecare (coeficient μ) pe planul înclinat cu unghiul a Să se determine mărimea forței F de în- Ecuațiile de echilibru sînt j diñare β față de plan, pentru echilibru (fig ) Pentru echilibru trebuie ca |jPz| ’ f i * mSIÎ Se eliberează corpul de legături, pu-nînd în evidență forța normală Ñ și forța tangențială de frecare Ffi opusă tendinței de mișcare presupuse în sensul lui F RezclvînJ, se obține: й ~ sin а -к μ cos а г ? * r numai lungul cazul REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORTE CONCURENTE CE ACȚIONEAZĂ ASUPRA CORPULUI SOLID RIGID Forțele Fn ce acționează asupra corpului solid rigid aplicate în punctele A, В C, , N au suporții concurenți în punctul O (fig )fc Deoarece toate aceste forțe au caracter de vector alunecător, ele pot fi mutate în punctul unde formează un sistem de forțe concurente ce acționează asupra unui punct S-au notat cu MX My, Mz proiecțiile vectorului Mo pe cele trei axe de referință date de expresiile : Mx=yAZ—zAY; M, =zAX — xAZ ; Мг = xAY - yAX ( , b> MOMENTUL UNEI FORȚE IN RAPORT CU O AXĂ Prin definiție, momentul unei forțe F în raport cu o axă este egal cm proiecția pe această axă a momentului forței F stabilit în raport cu un punct oarecare de pe axă (fig ) Daca expresia vectorului momenț al Jorței F față de un punct oarecare al axei OL este dată de relația : M (F) = fA χ F, atunci proiecția a acestui vector pe axa Δ, a cărei direcție este determinată de versorul й„ se exprimă sub forma : Мд(Ё) = й-M^F) = й(гл χ F) ( ), Momentul unei forțe în raport cu o axă este o mărime scalară Expresia analitică a momentului unei forțe în raport cu o axă se obține «onskhrtnd un slalom de reíerintó Οχ y z fața de care vectorii il, r ( șl P HÎnt exprimați sub loma : d « iij ψ ιινι + u/с ; г л ** + у л] + л^ ; P « Χί -I- yj -h Z le, «nomonlul forțol P față de axa Δ este dat de relația : · Мд — X P) =■ Observare Momentul unei forțe F față de o axă paralelă cu ea este nul MOMENTUL UNUI CUPLU DE FORJE Fig Prin cuplu dc forte se înțelege un sistem de două forțe, egale și de sens ‘Contrar, ce acționează pe două suporturi diferite paralele asupra aceluiași oorp solid rigid (fig ) Suma proiecțiilor forțelor ce formează un cuplu pe o axă oarecare de ’versor û este nulă : й-F + ΰ·(—F) = i Se deduce că rezultanta cuplului este nulă ! Efectul unui cuplu de forțe aplicat unui corp solid rigid se măsoară prin anomentul cuplului Expresia momentului acestor forțe în raport cu un punct oarecare O din spațiu este : № = Σ®ίο X P +J'b X (—^) = — As) X F = = (ÕT - ÕB) x F = BÃ x F Momentul cuplului dc forțe este un vector perpendicular pe planul forjelor, iar mărimea sa este egală cu mărimea forței înmulțită cu mărimea ♦distanței dintre forțe, denumită brațul cuplului de forțe Sensul său se determină după regula produsului vectorial (regula șurubului drept) : * A Z * \M \ = |BA|-|F| sina = F-d \ ( , a) Momentul cuplului este un vector liber Acest lucru se demonstrează prin faptul că el rărnîne neschimbat, indiferent de punctul față de care se stabilește expresia lui în raport cu un alt punct OL (fig ) se obține : Deci : ( , b) Fig Fig · Două cupluri de forțe care produc același efect, adică au același moment ca mărime, direcție și sens se numesc cupluri echivalente (fig ) r • * · X Л Deoarece momentul unui cuplu este un vector liber, deci poate fi aplicat, în orice punct al spațiului, este evident că două cupluri de forțe pot fi Fn Efectuînd reducerea în raport cu punctele O' și D se obțin torsorii respectivi (fig ) τ și τ : intre cei doi torsori se pot găsi relațiile de legătură corespunzătoare în expresia momentelor însă se schimbă vectorii de poziție între aceștia se poate scrie relația : f/ == OOV + fp Se deduce ușor relația : ■ * n n - Я = ΣΛ X Fi = Σ( θι -I- X Fi — t х %F t r - Г * MO = X-Mx + У-Му + Z-Mz = Momentul rezultant este perpendicular pe planul forțelor, implicit pe rezultanta lor, și deci sistemul se poate reduce, în cazul că R / șiMz la o rezultantă unică ce nu trece prin origine Suportul acestei rezultante se deduce din ecuația axei centrale : z · Y z X Mz — (τ · У — у ·Χ) X Y о ( , а) Mo Fig , Ecuația suportului rezultantei este deci : х-У — у · X — Мг = T arsomi de reducere în raport cu originea O poate prezenta următoarele situații : I R φ ; Mo = , sistemul de forțe plane se reduce la o forță unică ce trece prin origine ; II ? =s ; ψ , sistemul de forțe plane se reduce la un cuplu al cai ui moment este un vector pei'-pcndicular pe planul forțelor egal cu Mo ; IlL R = ; = , sistemul este în echilibru ; IV Л Ψ о ; Я °> sistemul se reduce la o rezultantă unică ce nu trece prin origine, al cărei suport este dat de ecuația dreptei Δ a axei centrale data prin relația : χΎ — yX = Mz ( G, b) SISTEME DE FORȚE PARALELE Un sistem de forte F i Fn ce acționează asupra unui rigid formează un sistem de forțe paralele dacă toate aceste forțe sînt paralele cu o aceeași direcție Δ, Fig caracterizată printr-un versor al direcției comune ü (fig ) O forță oarecare ·\ se poate exprima sub forma : T? — F · · fi x l - ¿ г U Sistemul de forțe se reduce în raport cu originea O la un torsor ale cărui componente vectoriale sînt : R = (Σ^)ΰ = R-ü, i i ( ) Se observă că vectorul momentului rezultant este perpendicular pe versorul Û, iar rezultanta este paralelă cu ü R M = R-ü-[(ZFert) χ Û] = ( , a) în cazul general în care R și Mo ψ sistemul se reduce la o rezultantă unică ce nu trece prin origine al cărei suport este dat de expresia axei centrale Momentul rezultant în raport cu un punct oarecare C de pe axa centrală este nul Folosind relația de transformare a unui torsor prin trecerea de la un punct la altul, se poate scrie : Mc =M -ÕC X R = Se notează OC = pc și se scrie această relație sub forma: n n Acest produs vectorial este nul dacă cei doi vectori săi sînt coliniari, deci se află într-un raport λ, ceea ce constituie ce rezultă : factorii n n Din această relație se oarecare de pe suportul obține expresia rezultantei : vectorului X de poziție a unui punct ( , a) deoarece s-a notat cu λ Articulația Se spune că un corp solid rigid este articulat într-un punct O dacă este obligat în mod permanent să rămînă în contact cu acest punct, avînd însă posibilitatea de a se roti în jurul său Articulația poate fi cilindrică sau sferică în cazul articulației cilindrice, corpul se poate roti în jurul unei axe (fig , a) în cazul articulației sferice, corpul se poate roti în jurul a trei axe concurente în spațiu (fig , b) Pentru a determina forțele de legătură cu care se înlocuiește o articulație ce impune restricție geometrică corpului ca punctul O al corpului să rămînă mereu in aceeași poziție, se reduce sistemul de foițe , ]^n acționează asupra rigidului, în raport cu acest punct Se obține un torsor format din componentele : R și Mo· Efectul momentului Mo de a imprima o rotire Fig X Fig corpului nu este împiedicat de articulație, în schimb efectul de a da o deplasare corpului sub acțiunea forței rezultante R este anulat de legătura prin articulație Este evident că în locul articulației trebuie introdusă o forță de legătură Rc, de mărime și direcție egală cu Д dar de sens contrar, astfel ca să se păstreze condiția de echilibru R + Rc = Deoarece la rezolvarea unei aplicații concrete nu se cunoaște dintr-un început mărimea, direcția și sensul rezultantei R și deci a reacțiunii Rg, în locul articulației se introduce o forță de mărime și direcție necunoscută (fig ) Deoarece în ecuațiile scalare ce exprimă echilibrul sau modul de mișcare este mai puțin comod a se introduce unghiurile de direcție, forța de legătură Re se înlocuiește prin componentele sale după axele Oxyz : Xe, Ye Ze în cazul forțelor oarecare în spațiu, sau Xe, Ye după axele Oxy în cazul sistemului de forțe plane , încastrarea (fig ) Legătura prin care un corp solid rigid este înțepenit rigid într-un alt corp într-un punct O, astfel că nu mai are nici o posibilitate de mișcare, poartă numele de încastrare Dacă se reduce sistemul de forțe active F F , , Fn care acționează asupra corpului în raport cu punctul de încastrare O se obțin rezultanta R și momentul Mo Deoarece legătura prin încastrare nu permite nici o mobilitate pentru corp, este evident că această legătură anulează efectul torsorului ce rezultă din reducerea sistemului în raport cu O Rezultă că, o legătură prin încastrare se înlocuiește cu o forță de legătură Re egală și !de sens| contrar cu rezultanta R și un moment rezultant Mo egal și de sens contrar cu Χζ Deoarece la rezolvarea problemelor nu seț cunoaște de la început mărimea, direcția și sensul acestor vectori, ci se înlocuiesc prin componentele lor jft (Xe, Ye, Ze) și Я (Mtx, Mtv, M,t) Legături prin fire în cazul corpului solid rigid susținut prin fire, trebuie avut în vedere faptul că firul nu ponte fi solicitat decît la întindere, el fiind, prin definiție, un corp flexibil în acest caz, dacă se taie firul el se înlocuiește cu o forță (reacțiune) de mărime necunoscută ce are direcția firului și sensul astfel îneît să întindă firul (fig, ) Fig Fig Condițiile de echilibru pentru corpul solid rigid supus la legături, în raport cu un sistem de referință Oxyz, sînt : ΣΕ$ + Re — , R + Re — , i sau : Σγг X Fi + Me = , Mo +Me = ·: Ecuațiile scalare corespunzătoare sînt : Ele sînt în număr de șase ecuații în cazul forțelor oarecare în spațiu sau în număr de trei în cazul unui sistem de forțe plane aflate în planul Oxy : • · \ · ··· / r ΣΧ( + Xe = ; i ЕУг+ Ye = ; i ΣΜ, + Me = i ECHILIBRUL CORPULUI SOLID RIGID CU FRECARE că suprafețele a două corpuri aflate în contact Ipoteza făcută anterior că suprafețele a două corpuri aflate în contact sînt perfect netede, nu corespunde realității în realitate, suprafețele aflate |w în contact nu sînt perfect netede și prezintă unele asperități care se opun deplasării unui corp față de alt corp, · Se consideră două corpuri aflate în contact dopa o suprafață plană orizontală aspră, ca în figura Corpul se sprijină pe corpul II și are o greutatç fi Asupra corpului I acționează o torță activă orizontală T a cărei mărime variază crescînd de la pînă la o anumită valoare la Fie care corpul linde să se miște Corpul stă în echilibru și nu se deplasează, deoarece în suprafața de contact, care prezintă asperități, apare o forță egală, de aceeași direcție, dar de sens contrar, care anulează efectul forței T Această forță poartă numele de forță de frecare de alunecare Pf, deoarece se opune alunecării unei suprafețe tangentă pe altă suprafață Mărimea maximă a forței de frecare de alunecare F f este proporțională cu mărimea reacțiunii normale Ñ cu care corpul II acționează asupra corpului I, iar coeficientul de proporționalitate μ poartă numele de coeficient de frecare de alunecare în cazul unor corpuri ale căror suprafețe s-ar afla în contact într-un punct, trebuie avut în vedere că în realitate toate corpurile sînt mai mult sau mai puțin deformabile Ipoteza corpului solid rigid a fost utilizată în cadrul unui proces de abstractizare ce a urmărit simplificarea anumitor calcule, urmărind însă ca să nu se introducă erori în soluțiile găsite Pe un element din suprafața de contact de pe corpul I va acționa o forță de legătură normală dN pe elementul de suprafață ds și o forță de frecare dFyddF/l μ·Ν Mat~ Met S * N f în acest caz roata alunecă fără să se rostogolească ; T = Ff μ·Ν' Μαί = Met s· N ; în acest caz roata se rostogolește fără să alunece ; T = Ff > μ-Ν Mat = Mct s-N ; în acest caz roata alunecă și se rostogolește în același timp * · ’ ч · ' i * л ■· ' FRECAREA DE PIVOTARE > y λ ■ J · ' · : " ■ · ч' ' e ■ ?· -L ' ' ‘ în acest caz, torsorul forțelor active ce acționează asupra corpului se reduce la doi vectori coliniari ce au direcția normalei comună la suprafața de contact Ran și Man Torsorul forțelor de legătură, în cazul echilibrului, este de asemenea compus din doi vectori coliniari ce au tot direcția normalei comună la suprafața de contact Ren și Men Pentru echilibru este necesar să fie îndeplinite condițiile Și Я»» + Я» =lo Se studiază cazul lagărului vertical cu secțiunea inelară, și razele și ? ,, încărcat cu forța axială Q și momentul M, coeficientul de frecare de alunecare fiind μ Se face ipoteza că presiunea este uniform repartizată și deci egală cu : π(ΐ? - Л{) Pentru a stabili momentul rezistent de frecare de pivotare, se consideră un element de suprafață de forma unui inel circular cu raza г și grosime dr Reacțiunea normală ce acționează pe acest element de suprafață este : dN =———· πτ· dr, π-Я* în cazul secțiunii circulare pline, iar în cazul secțiunii inelare (fig ,) este : · πτ·( Γ - — · - BJ) Fig Momentul de frecare de pivotare elementar este άΜν =Γ·ιι·άΝ = u-^-r ’dr, R respectiv : μ« B - R¡ •r · dr Momentul total de frecare de pivotare, în cazul secțiunii circulare pline la limită este : R Mp = μ —(r -dr = O-Q R R j O în cazul pivotului cu secțiune inelară, momentul este : Mp = —С'Г dr = · Rì - RÌ J R - r Ri ( , a) Introducînd relația freca e de pivotare se poate considera cu aproximație: razei medii Rm =—ί î > expresia momentului de = ( , b) Pentru echilibru este necesar ca să se respecte permanent condiția : а А/p FRECAREA ÎN ARTICULAȚII Șl LAGĂRE Axul cilindric orizontal al unei articulații cilindrice se rotește în interini » unui locaș cilindric între cele două corpuri, realizîndu-se un contact d»r> > generatoare comună într-o secțiune transversală (fig ) acest “ reales Intr-un punct, in moti ase,nanilor un arboia (ax) motor sau mașini se sprijină și se rotește într-un organ de sprijin care poartă numele de lagăr Se consideră cazul în care frecarea în lagăr este uscată, determinarea momentului rezistent la frecare corespunzător fiind mai simplă La echilibru, punctul de contact între ax și lagăr se află în partea inferioară în punctul I (fig , a) Dacă asupra axului acționează un moment activ MQ care tinde să- rotească, axul își va muta punctul de contact în A (fig , ă) Torsorul forțelor active se compune din rezultanta R ce are o direcție cuprinsă în planul secțiunii transversale și momentul forțelor active Mo al cărui suport are direcția axei arborelui, perpendiculară în O pe secțiunea transversală Deoarece în punctul de contact A se reali- b zează o frecare de alunecare și una de rostogolire, Fig torsorul forțelor de legătură se compune din o rezul- tantă Re ale cărei componente sînt reacțiunea normală N și forța de frecare de alunecare Ff, a cărei mărime maximă este μΝ > Fși un moment de frecare la rostogolire a cărui mărime maximă este Mf în raport cu sistemul de referință Axy, condițiile de echilibru pentru axul a cărui rază este a sînt : (ΣΧ) : Ff — R sin a = ; (ΣΥ) : N - Æcosa -= ; r · ' (ΣΜΑ) : Mfr — MQ + R· a sin a = I - - Ρ/^μ-Ν; s-N ' r Din ecuațiile de echilibru se obține : Ff = R sin a ; * N = R cos a ; Mfr Mo — R* a sin a Din ultimele două condiții date de inegalități rezultă : tg α ,· ■' Mo > Scripetele este format dintr-un disc rotund ce se poate roti în jurul unei axe perpendiculare pe planul discului (fig ) Peste circumferința discului este trecut un fir flexibil și Jnextensibil, astfel] că de un capăt al firului poate acționa o forță activă F сате să țină în echilibru sau să ridice o sarcină Q Prin acționarea cu forța F discul scripetelui de rază г se rotește fără ca firul să alunece față de circumferința discului în articulația discului scripetelui cu axul său apare o rezistență de frecare Se constată că forța activă F este mai mare decît sarcina Q Pentru a determina forța activă F, se va considera cazul ipotezelor mai nefavorabile : — în articulația de rază a apare un moment rezistent de frecare; — firul nu este perfect flexibil și se abate față de tangentele duse la capetele diametrului ori- s t a nțele mici εχ și ε către interiorul și către exteriorul diametrului AB Ecuațiile de echilibru sînt celor (ΣΥ): Rezultă : Ii ' și rezistența materialelor — cd, Ш — Mecanica Coeficientul: λ = ———-—-— este supraunitar și poarta numele de coefi-, r — — μ'α o tieni de multiplicare» Valoarea sa este practic egală cu λ , , , l,o Relația F = λ·() se folosește în aplicații în locul ecuației de momente față de axul scripetelui FRECAREA FIRELOR în acest caz, discul peste care se înfășoară firul este fixat, iar dacă firul •este tras de un capăt, are tendința să alunece cu frecare peste disc între fir și disc apare o frecare de alunecare caracterizată printr-un coeficient de frecare μ (fig , u) Tensiunea în capătul de care acționează firul este mai mare decît în partea Opusă, deoarece trebuie învinsă rezistența la frecarea de alunecare a firului Pentru a determina relația dintre tensiunile ce se produc în cele două ramuri, se ia în considerare un element din fir (fig , b), pe o lungime de arc cu unghiul la vîrf dO, și se scriu condițiile de echilibru față de un sistem de axe format din tangenta și normala duse în punctul din mijlocul ^elementului de fir Se obține : (ΣΧ) : (T + ΔΤ) cos — - T cos — — ÂFZ = ; (ΣΥ): ΔΝ - (T + ΔΤ) sin — - T sin— =' ; AFf · « T + ΔΤ - T - AFf = o ; ΔΝ - Τ—-ΔΤ·— - T— = · ’ ΔΡΖ G -|- Nц cos oc — / sin β = О 'ѢМ= 'О Njì За — G а cos oc Fig Fig Rezultă : G cos a cos β APLICAȚIA Să se determine forțele de legătură din articulația A și reazemul B, pentru echilibrul barei cotite (fig ) * · Rezolvare Se pun în evidență forțele de legătură NB în reazem, HA și VA în articulație : ΣΧ · = o ; ΣΥ · = ; ΣΜ Ув Și cuplurile de frecare М/л, М/п, Мрл· Ecuațiile de echilibru sînt : = ; Хл + Хл = ; Σ У, = ; Ул + Уд = ; ΣΖ -õ' — > Σ^ι Ση, ( ) sau • fx-dm ✓v* · S dm • [y -dm fz'dzn l]c = ; zc = Jdm fdm * COORDONATELE CENTRULUI DE GREUTATE ÎN CAZUL CORPURILOR OMOGENE în cazul corpurilor omogene, masa m a unei părți oarecare este proporțională cu volumul său : = Υ^γ Rezultă relația : Vi ( ) Dacă se consideră un volum foarte mic ΔΥ care are masa Δτη și se consideră un punct oarecare, atunci la limită se obține expresia densității într-un punct ο Δν în cazul unui corp omogen, densitatea este aceeași în orice corpului Poziția centrului de greutate este dată de relația : Jr dV fr*Y«dV у V J ( ) Ύ^ΐη^Ζι = M*zc Se deduce că momentul static al unui sistem de puncte în raport cu un plan este nul dacă centrul de greutate al sistemului se află în acest plan Observație în mod asemănător se poate defini momentul static în raport cu o axă sau în raport cu un punct PROPRIETĂȚILE CENTRULUI MASELOR în cazul corpurilor omogene sau a unui sistem de puncte materiale omogene, poziția centrului maselor depinde numai de forma geometrică a corpului sau a sistemului Dacă un sistem de puncte materiale sau un corp are un plan, o axă sau un centru de simetrie, centrul maselor se află în acel plan, pe acea axă sau în acel centru de simetrie Dacă un sistem de puncte materiale se poate împărți în mai multe grupuri de puncte cărora li se cunosc masele Mn și centrele de masă C C , , Cw, atunci centrul de masă al sistemului se poate obține considerînd că masele grupurilor componente sînt concentrate în centrele lor de masă Q Vectorul de poziție al centrului maselor pentru întreg sistemul este dat de expresia : ( ) unde py reprezintă pozițiile centrelor de masă ale grupurilor de puncte componente, date la rîndul lor de expresia : Dacă un sistem de puncte materiale poate fi considerat că este obținut dintr-un sistem de puncte a cărui masă este ce are centrul de masă în punctul din care a fost eliminat un alt sistem de masă Mâ ce are centrul de masă în C , poziția centrului de masă C pentru corpul rezultat se obține din relația ; - ^'Λ’Ρϊ — ·Λ^ο·ρΒ P° “ * m¡ - Mt ( ) Fig Fig EXEMPLE Bară rectilinie omogenă (fig ) Bara are un centru de simetrie C, care este și centru de masă Coordonatele sale vor fi : yc =J¿£±£í ; ( ) Placă omogenă dreptunghiulară (fig punctul C la intersecția diagonalelor, sînt date deci de relațiile : ) Centrul de simetrie se află în Coordonatele centrului de masă C Placă omogenă triunghiulară (fig ) Pentru a determina centrul de masă, se poate împărți placa triunghiulară ABC în fîșii paralele cu una din laturi, de exemplu AB Pentru fiecare fîșie centrul de masă se află în mijloc, ca la o bară omogenă dreaptă Rezultă că centrul de masă pentru întreg triunghiul se află în planul ce cuprinde mediana CC' Deoarece acest raționament este valabil dacă se împarte în fîșii paralele cu celelalte laturi, se deduce că centrul de masă al unei plăci triunghiulare se află la intersecția medianelor Coordonatele centrului de masă al plăcii triunghiulare sînt date de relațiile : ( ) С(*з>Уз'гз) Fig Fig Bară omogenă în formă dc arc (fig ) Bara cuprinde un unghi la centru a și are raza R, Se alege un sistem de referință xOy cu originea în centrul cercului și cu axa Oy drept axă de simetrie a barei în formă de arc· de cerc Rezultă că centrul de masă C al barei se află pe axa de simetrie,, adică pe axa Oy și deci xc = Pentru determinarea ordonatei centrului de masă se aplică relația : J jRcos tf-dO —a R sin a fds a a f Я-dO —a ( )· Placă omogenă plană în formă de sector circular (fig ) Se alege un sistem de referință xOy cu originea în centrul cercului de rază R și cu axa Oy drept axa de simetrie a sectorului circular cu unghiul la vîrf a Elementul de arie infinitezimal МгМ se poate considera drept un triunghi isoscel a cărui suprafață este : dA = — \MlM \-\ M\ = — R^dG, unghiul la vîrf fiind d Centrul de masă al triunghiului considerat se va afla pe mediana OM la două treimi, astfel că ordonata sa y este dată de relația : y = — jR’Cos Θ Expresia ordonatei centrului de masă pentru sectorul circular este dată de relația : Л sin a a ( > Corp omogen în formă de con circular drept (fig, ) Se alege un sistem de referință Oxyz, astfel încît originea O să se afle în centrul cercului de Fig Fig bază al conului de înălțime H, iar axa Oz să coincidă cu axa de simetrie a conului Se consideră ca element de volum trunchiul de con infinitezimal obținut prin secționarea conului cu planele paralele cu baza aflate la cotele z și z - dz Acesta se poate asimila drept un cilindru elemental' de raza г și înălțime dz Volumul elementar respectiv este exprimat prin relația : dV = πτ ·άζ Din asemănarea triungliiurilor VOA și VDM se obține : sau : Coordonatele centrului de masă pentru con sînt date de relațiile : f z-dV V f dV V = o ; z/c = o ; zc = o în anexa sînt date relațiile pentru determinarea poziției centrelor de masă pentru cîteva figuri ce se întîlnesc uzual APLICAJIA Să se determine centrul de greutate la placa omogenă (hașurată) din figura Rezolvare : Se consideră o împărțire a plăcii, convenabilă, în suprafețe la carease cunoaște poziția centrului de greutate Coordonatele centrului de greutate C vor fi date de formulele : Calculele se fac sub formă de tabel : ττ B — π π π а SISTEME DE CORPURI Pentru studiul echilibrului unui sistem de corpuri se folosesc în mod curent două metode : — metoda izolării corpurilor ; — metoda solidificării părților METODA IZOLĂRII CORPURILOR Dacă se pune condiția ca un sistem de corpuri să fie în echilibru, atunci se poate deduce că fiecare corp în parte se află și el în echilibru Se consideră un sistem de corpuri oarecare ca în figura Asupra corpurilor din sistem acționează forțele exterioare indicate în figură Pentru studiul condițiilor de echilibru se izolează fiecare corp în parte, se desface de legături și se introduc forțele de legătură, adică forțele de interacțiune dintre corpul studiat și corpurile învecinate Se obține astfel, pentru fiecare corp în parte, un corp solid rigid liber asupra căruia acționează un sistem de forțe format din forțele active exterioare ce lucrează asupra corpului și forțele de legătură care sînt forțele interioare ale sistemului ce lucrează asupra corpului respectiv Condiția de echilibru se exprimă prin condiția ca torsorul de reducere a sistemului de forțe astfel obținut ce lucrează asupra corpului în raport cu un punct oarecare să fie nul Dacă se ia de exemplu corpul III din sistemul dat și se izolează (fig ) atunci, efectuînd Fig reducerea în raport cu un punct oarecare O, se poate scrie pentru echilibru ca torsorul este nul : Σ f “ ш+^іѵ-пі = ; ί« Σ A X ^ni- с — H n = ; = ; N п — V Е — ус — q - ΗχΙ Rezultă : APLICAȚIA > Se consideiă sistemul foimat din bara de greutate G, lungime Z, înclinare a și discul de greutate G și rază R (fig , a) Să se determine forțele de legătură și coeficienții de frecare μ de alu-necaie și s de rostogolire de la baza discului, pentru echilibru Rezolvare Se folosește metoda izolării corpurilor, ecuațiile de echilibru fiind (fig M Pentru bară : ‘ Σ » О ; H * /? — Л / r — θ» *б ι· в / -|- + /-* Í— cos ° — H si n G °i — Л С = ; I / * Л/с = ( / + R — ^/ P) STATICA FIRELOR I CONSIDERAȚII GENERALE Prin fir se înțelege, de regulă, un corp la care una dintre dimensiuni, lungimea, este un mod cu totul evident foarte mare în raport cu celelalte două dimensiuni, care este foarte flexibil și torsionabil și totodată inexten-sibil în mecanica teoretică firul se consideră perfect flexibil și torsionabil, prin aceasta înțelegîndu-se că are proprietatea de a nu opune nici o rezistență cînd i se modifică forma Totodată, firul este considerat perfect inextensibil, adică are proprietatea de a nu se lungi sub acțiunea forțelor care- supun la întindere Conceptul de fir definit ca mai sus poate fi reprezentat printr-un sistem deformabil de bare articulate între ele la capetele lor și dacă se consideră că numărul acestor bare tinde la limită către infinit, lungimea fiecărei bare tinzînd către zero, astfel încît lungimea totală a sistemului de bare ce constituie firul rămîne o constantă și oriunde s-ar face o secțiune în fir, ea ar corespunde unei articulații în aplicațiile tehnice se pot considera drept fire foarte multe elemente, ca, de exemplu : cablurile electrice pentru transmiterea energiei electrice, cablurile telefonice sau de telegraf, cablurile mașinilor de ridicat, cablurile funicularelor, cablurile podurilor suspendate, lanțurile de transmisie, curelele de transmisie etc • * în baza proprietăților arătate mai sus se pot face următoarele observații : a) Dacă un fir are aplicate la extremitățile sale două forțe egale și opuse care întind firul, forma sa de echilibru este o linie dreaptă, tensiunea în fir în oricare secțiune fiind aceeași (fig , a) C Fig b) Forma de echilibru a unui fir acționai de forțe concentrate este o linie poligonală (fig , b) c) Un fir acționat de sarcini continui are la echilibru forma unei curbe (fig , c) ECUAȚIA GENERALĂ A FIRELOR Se ia in considerare un fir suspendat în două puncte A și , avînd o încărcare oarecare repartizată pe toată lungimea firului (fig ) Dacă se secționează firul în punctul M, se poate considera că s-a îndepărtat o articulație și că în acest punct apare o forță de legătură T pentru porțiunea din stìnga și o forță egală și opusă ( — T) pentru porțiunea din dreapta (fig ) Expresia tensiunii din fir depinde de poziția punctului M determinată de coordonata curbilinie s : • · T = T(s) ( ) * "* Λ · X * · · ♦ · I c i - · ·* \ *· · ■ - *·^·* · Problemele ce se pun la studiul echilibrului firului sînt : — determinarea formei firului la echilibru ; — determinarea tensiunii într-un punct oarecare al firului Pentru a efectua acest studiu se consideră (fig ) un element din fir MXM de lungime infinit mică As, asupra căruia acționează : — o sarcină exterioară p sub forma unei sarcini repartizate pe unitatea de lungime, rezultanta acesteia fiind AQ = p«As ; — forțele de legătură din punctele Mx și M de mărimi (—T) și respectiv, T + ΔΤ Ecuațiile de echilibru pentru elementul de fir sînt date de expresia tor-sorului de reducere în raport cu un punct oarecare, de exemplu punctul M : (ΣΕ = ) : - T(s) + T(s + As) + AÕ = ; ( ) f G -ț; · ; ■ - · · ■ ■ · (ΣΜ= ): M^M[ x [-T(s)] + лЦМ х ăQ =ΰ Se observă că : , MiAZ„ dr lini -= — Δ»$-* ¿Xs ds este tocmai versorul tangentei la curba firului, și : lim M M As-> Cele două ecuații de] echilibru capătă ♦ ·* expresiile : ύΰ — + p = O ; T(s)xτ= O- ( - ) ds A doua ecuație se mai poale scrie : Se poate trage concluzia importantă că tensiunea în orice punct al firului este tangentă la curba de echilibru a firului în acest punct ECUAȚIILE DIFERENȚIALE ALE FIRELOR IN SISTEMUL DE COORDONATE CARTEZIAN Ecuațiile vectoriale stabilite mai sus pot fi exprimate scalar în raport cu un sistem de referință cartezian Oxyz (fig ) Se notează cu x, y, z coordonatele unui punct oarecare M al firului și cu α, β, γ unghiurile pe care le face tangenta la curba de echilibru cu axele sistemului de referință Sarcina repartizată pe unitatea de lungime p are componentele după cele trei axe px, py și pz Cu aceste notații expresia tensiunii într-un punct al firului se poate scrie : T = T·τ = T cos α·ϊ + T cos β ·; + T cos yk ; ( , a) sarcina p are expresia : P = Pz-i + Py·'] + pz-k ( , b) Din ecuația vectorială de echilibru ( ) proiectată pe cele trei axe, ob-servînd că — = cos a ; — = cos β ; È—’ = cos γ se obține : ds ds¡ H L ds Г Fig у-í —ì + Ру « ; ( , а, Ь, с) ds ț ds J La acest sistem se adaugă și condiția geometrica : O dy V d- I ( d) ds ds ds Se obține astfel un sistem de patru ecuații din care se pot deduce ecuațiile parametrice ale curbei de echilibru a firului și expresia tensiunii în fir T(s) x = æ(s) ; V = */($) ; = z(s) ; T = T (s) ( ) ECUAȚIILE DIFERENȚIALE ALE FIRELOR ÎN COORDONATE INTRINSECI în unele aplicații practice este nevoie să se proiecteze ecuația de echilibru pe un sistem de referință legat de punctul în care se face secțiunea firului Un astfel de sistem de referință îl formează triedrul lui Frenet, compus din trei axe după : tangenta la fir, normala și binormala în punctul respectiv acestor trei axe Tensiunea β versorii Poziția punctului pe fir este definită de lungimea arcului AM = s, măsurat de la originea arcelor A (fig ) Se notează cu τ exprimată prin vectorul : Derivînd expresia tensiunii din fir în raport cu variabila se obține : Ut ds ds ds ds V, curbei de echilibru a firului în unde p este raza de curbură a Sarcina cu care este încărcat firul se poate exprima, față de sub forma : punctul M acest sistem, Ecuația vectorială de echilibru ( ) proiectată pe cele trei drului Frenet conduce la sistemul de ecuații : axe ale trie- == ; Pt ( ) Obs ecuații F o r i n a d e echilibru a firului trebuie să fie astfel incit sarcina unitară p să fie în nul osculato!· al curbei punctul în care se ia în pia-din con- firul Rezultă : T = const ; p = co Din acest rezultat se reține că în acest caz forma de echilibru a firului este o dreaptă c) Dacă firul este acționat numai de sarcini ¿male, adică : nor- irezullă : — = ; — =-/\ ds p și se deduce : T = — ρν·ρ = constant în acest caz se reține că tensiunea în fir este o constantă Această •situație se întîlnește curent în aplicațiile practice cînd firul este de greutate neglijabilă și este întins pe o suprafață curbă perfect netedă, în acest caz tensiunea aplicată la un capăt al firului este transmisă cu aceeași valoare, la celălalt capăt (fig ) CAZUL FIRULUI OMOGEN GREU, LĂNȚIȘORUL » » în aplicațiile practice curente se pune problema determinării formei curbei de echilibru a unui fir omogen acționat numai de greutatea proprie și susținut în două puncte A și B Greutatea proprie p pe unitatea de lungime a firului se consideră constantă în lungul firului omogen Lungimea L a -firului este cunoscută Se consideră un sistem de referință trirectangular Ojcijz în care axa Oy reste verticală (fig ) Coordonatele punctelor A și В sînt cunoscute Ecuațiile vectoriale de echilibru ( ), raportate în acest caz la sistemul de referință ales, conduc la sistemul : d Îț dx ds ( ds d (,r dy ds гр dz ds Din prima și ultima ecuație, prin integrare, se obține sistemul : T — = ; ds = ; ds ț d ds - p = ; ( ) ds ·* Din raportarea lor rezultă ecuația diferențială : și deci : dz Ci dx Я ( ) ( ) Această curbă se află în planul vertical Valorile constantelor Cx și C se obțin din natelor punctelor A și В de fixare a firului să Se poate scrie : condiția ca valorile coordo-verifice ecuația de mai sus ( ) Rezultă : și deci ecuația devine : ( ) și rezultă că firul se află în poziție de echilibru în planul vertical Oxy care trece prin aceste puncte de suspensie Din prima ecuație a sistemului ( ) se deduce că proiecția tensiunii T pe orizontală este constantă în orice punct al firului, mărimea ei fiind dată de expresia : Tx = T— = Teosa = H ( ) ds Í ■ г Pe baza acestei observații se poate trage concluzia că în punctul C tangenta la curba de echilibru a firului este orizontală, tensiunea în fir este minimă și egală cu proiecția tensiunii dintr-un punct oarecare pe orizontala determinată mai sus, adică Tc = II Folosind primele două ecuații din sistemul ( ) se poate obține ecuația curbei de echilibru a firului : dx si ds Eliminînd pe două ecuații se obține : » > ceea ce se mai ds V poate scrie : d Í dy ds I dx ds dy - · dx ds ds II ( - ) ( , a) ( , b) Elementul de arc ds se poate exprima prin relația : ds == yj y'a dx ( / ) în vederea integrării se poate face schimbarea de variabilă : y' = sh и și observînd că = ch U’UZ, ( ) se obține : ch ii'ii' p ■ = — sau : - shzu II ( ) Integrine! această ecuație diferențială se obține : Ținînd seama de relația ( ) se poate scrie : H •și prin integrare se obține curba de echilibru a firului omogen greu : я Dacă se notează — P a se poate scrie : a · ( ) Această ecuație este stanțele Cx și C se determină dacă se cunosc anumite condiții particulare Pentru exemplificare se poate considera un fir -condițiile particulare cunoscută sub numele de ecuația lănțișorului Con- (fig ) caracterizat prin (punctul C se află pe axa Oy) Se obține : astfel că relația ( ) devine : Pentru a «că : у = a-eli — a determina tensiunea se observă Ii — dx și deoarece ( ) a se obline : J a a Lungimea arcului de lănțișor punct oarecare Af de pe fiecare CM măsurat abscisă x este = — fl ch— = p-tj (G ) a a din vîrful C pînă la un dată de relația : • dx = \ ch — dx = fl*sh —· J a a ECUAȚIILE APROXIMATIVE ALE FIRELOR aplicațiile practice curente se întîlnește, de foarte multe ori, cazul fi-suspendate în două puncte A și В destul de depărtate între ele, fiind puternic întins și cu săgeți f la vîrf foarte mici Acest caz co- rei or firul respunde firelor telefonice sau rețelelor de distribuție a electricității Se poate observa că, în acest caz, tensiunea în fir fiind mare și tensiunea minimă H este foarte mare în comparație cu sarcina unitară p și ca atare H x parametrul a = — este foarte mare, dar raportul — devine foarte mic P a Dezvoltînd în serie ecuația curbei lănțișorului se obține : a , a — a = — a în concluzie în cazul ’ firelor prie, forma curbei de echilibru I/ = У a foarte întinse, acționate de greutatea proponte fi asimilată cu cea a unei parabole (fig ) Pentru a exprima ecuația curbei în funcție de lungimea și de săgeata admisă f se pune condiția ca pentru x = ¿ rezultă f — — , de unde : a a = — f (\iV ii y = — x \ w VJ? -·· j J J Expresia tensiunii într-un punct oarecare al firului este dată de relația : a a* ! ! în cazul firelor întinse puternic în fir este aproximativ constantă Lungimea totală a firului este dată de relația : f acționate de greutatea proprie, tensiunea de-a lungul firului / APLICAȚIA oc= Fig Un fir omogen cu greutatea unității de lungime p, este suspendat cu cele două capete la același nivel, unghiul făcut de direcția tensiunii în punctul de suspendare cu orizontala fiind a, iar săgeata fiind f Să se determine ecuația firului, tensiunea maximă, și minimă, lungimea firului și distanța Rezolvare punctele de suspendare (fig ) Ecuația firului > în punctul В : este dată de у = α·cher В ¿y dæ J χ=χΒ deci : tg a = sh — a atunci : ch — « sh — a rezultă : a deci ecuația firului este : У = • ch / -tg* Tensiunea se determină cu formula Tensiunea minimă este : Mecanica și rezistența materialelor — ®d « — Tensiunea maximă este : TA = тв =p-yB =p(a + /■) — Lungimea firului se exprimă prin : L = a-sh — = · — ·tg a a /l-Ь tg a— — Distanța : AB = χβ Pentru determinarea lui xB se utilizează relația : De unde : dar : l I Partea a I l-a CINEMATICA în capitolul de cinematică se studiază mișcarea mecanică fără a ține seama de mase și de forțe Ca urmare, cinematica are o strìnga corelare cu geometria, pe care o consideră desfășurată în timp în cinematică se scot în evidență noțiunile fundamentale de spațiu și timp Spațiul considerat în mecanica clasică este absolut, euclidean și tridimensional, iar timpul este un parametru scalar, absolut și continuu crescător Timpul este independent de spațiu și de orice altă mărime Mișcarea pentru a fi studiată și exprimata printr-o relație matematică este necesar să fie raportată la un sistem de referință care este presupus în mod convențional fix sau un sistem de referință inerțial Capitolul de cinematică are rolul de a pregăti relațiile de bază necesare pentru a fi folosite în capitolul de dinamică, în care studiul se lărgește introducînd în relații și corelațiile ce există între mase, forțe și elementele mișcării CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL fr V' Mișcarea mecanică a corpurilor este cea mai simplă formă de mișcare a materiei și ea se manifestă prin schimbarea, în decursul timpului, a poziției corpului material în raport cu sistemul de referință ales, pentru a rezolva cît mai convenabil problemele practice legate de mișcarea mecanică a corpurilor respective în cinematică se studiază mișcarea punctului sau a corpului, corelînd aspectul geometric al mișcării cu noțiunea și mărimea de timp în acest mod se realizează o exprimare matematică a asocierii dintre poziția punctului și timpul în care se află această poziție, precum și o asociere a deplasării mobilului cu timpul, stabilindu-se astfel o corespondență biunivocă între modificarea poziției și variația timpului Ca urmare, rezultă o deplasare continuă și unică oglindind mișcarea mecanică și evidențiind principalele ei caracteristici cinematice : traiectoria, pozițiile punctelor în spațiu în funcție de timp, distribuția de viteze, distribuția de accelerații etc Caracteristicile mișcării punctului Expresiile matematice ale caracteristicilor cinematice ale mișcării depind de sistemul de referință față de care se raportează mișcarea Caracteristicile cinematice permit recunoașterea și determinarea elementelor principale necesare la rezolvarea anumitor probleme concrete de mișcare în marea majoritate, problemele de cinematică se grupează mai mult în jurul următoarelor caracteristici cinematice ; —’ legea mișcării, adică expresia matematică care determină poziția mobilului față de sistemul de referință ales și funcție de timp ; — traiectoria sau expresia matematică a locului geometric pe care- for· snează pozițiile succesive pe care le ocupă mobilul în spațiu și în decursul desfășurării timpului ; — legea vitezelor sau expresia matematică a vitezei în funcție de timp ; — legea accelerațiilor sau expresia matematică a variației vitezei în funcție de timp STUDIUL MIȘCĂRII PUNCTULUI ÎN COORDONATE CARTEZIENE ECUAȚIILE MIȘCĂRII Dacă se raportează spațiul la un sistem de axe Oxyz, de coordonate carteziene (fig ) triortogonal și se studiază mișcarea unui punct, coordonatele acestuia sînt funcții de timp și se exprimă prin ecuații de forma : X = A( ; y = A( ; z = f ( , ( ) ?sau cu ajutorul unei funcții vectoriale de forma : ( ) Ecuațiile ( ) se mai numesc și ecuațiile parametrice ale mișcării punctului și în fond constituie expresia matematică a poziției punctului în spațiu la un anumit moment t în foarte multe aplicații practice expresia matematică a coordonatelor x, ( ) unde : λ = λ(/) «este funcție de timp TRAIECTORIA Locul geometric al pozițiilor succesive pe care un punct material le ocupă, ân timpul mișcării sale, se numește traiectoria punctului Fig, , Expresia matematică a traiectoriei punctului se poate prezenta și sub forma ecuațiilor parametrice ale mișcării Ecuația traiectoriei exprimată sub forma carteziană se obține prin eliminarea parametrului variabil λ == λ(/) sau /, obținîndu-se expresii de forma : ?i(æ, У, z) = ; φ ( τ, у, z) = О ( ) care consti ( nie două suprafețe ce se intersectează după o curbă, care este tocmai, traiectoria căutată a punctului mobil VITEZA INSTANTANEE A PUNCTULUI MOBIL Se consideră punctul mobil M care se mișcă pe o curbă C (fig ), poziția sa fiind la timpul t în M, iar în momentul următor i -|- Δ/, în cele două poziții fiind determinate de vectorii de poziție / = r(x, y, z) și z\ = f + Δ/“( τ + + Δχ, у + ày, z + Δζ) Dacă se consideră cazul în care arcul MM' de pe traiectorie, descris Zx de punctul mobil în intervalul de timp Δζ este destul de mic, atunci -expresia vitezei medii a punctului M Fig ¿ ste dată de relația : MM' MM' г, — г Δγ Δί Δί Δί Δί ’ lungimea arcului MM' fiind aproximativ egală cu lungimea coardei MM' în cazul în care variația de timp Δ/ este foarte mică și tinde către zero, poziția punctului M' tinde să coincidă cu punctul M în acest caz, secanta MM' devine tangentă la curba C în punctul M, iar viteza medie devine viteza instantanee a punctului M și are expresia : ( , b) sau : v = r = χ·ϊ + у-j + z-k = υχ· + νυ·] + νζ·ϋ Este demna de reținut observația că viteza instantanee este un vector tangent la traiectorie în punctul respectiv Mărimea vitezei punctului M este dată de expresia : iar direcția vectorului viteză este determinată de cosinusurile directoare: ( , c) cosa = —; cos β ; cos γ = —· |P| |p| |p| ( , d) ACCELERAȚIA INSTANTANEE A PUNCTULUI MOBIL Prin definiție, accelerația medie ărn a unui punct mobil M în intervalul de timp l și / + Δ/ este vectorul care are punctul de aplicație în punctul respectiv M, A» a” l( ] / dl ; o VITEZA Șl ACCELERAȚIA UNGHIULARĂ Ecuațiile parametrice ale mișcării unui punct, și ca atare poziția unui punct în spațiu în raport cu un sistem de referință fix, se stabilesc în funcție de anumite elemente geometrice prinse în ecuații sub forma unor parametri care se modifică în funcție de timp în cazul mișcării unui punct într-un plan, poziția unui punct poate fi determinată față de un reper fix și cu ajutorul unui unghi Astfel, în cazul mișcării unui punct pe o traiectorie circulară, ca în figura , dacă se cunoaște unghiul dat de funcția = θ(/) față de semiaxa Ox, pentru o anumită valoare a timpului /, se poate determina poziția punctului pe traiectoria circulară Dacă At și A sînt pozițiile punctului în momentele Í și / + Δ/, variația unghiului în intervalul de timp Δί este : + Δ/) - ( - Viteza unghiulară medie este dată de raportul : Δ ΔΖ dZ ( - ) Viteza unghiulară instantanee este egală a expresiei unghiului = (Z) și se măsoară determină în mod asemănător : cu derivata în raport cu timpul rii d în — Accelerația unghiulară se s , Δω άω ά θ ; ε = hm — = — = — — ' δ/-»ο ΔΖ dZ dZ ·»·· în cazul mișcării circulare, poziția punctului se poate determina ușor numai prin cunoașterea unghiului θ= Θ(Ζ) la un moment dat, raza fiind o constantă I r | == R = const în cazul unei mișcări oarecare în plan mișcarea este precizată dacă se cunosc funcțiile : θ = θ(Ζ) — unghiul și г = r(Z) — modulul vectorului de poziție , VITEZA Șl ACCELERAȚIA AREOLARÃ în unele studii ale mișcării mecanice se realizează caracterizarea mișcării cu ajutorul noțiunilor de viteză și accelerație areolară У \ t > Г > / к r '*· ΔΖ Δί-> ț Δί J Observînd că : f = х-í + Í/·/ + Σ· și ÿ = X·! + Z/·/ + ·^, expresia analitică a vitezei arcolare va fi : i · · Ω =- (У^- U^)i + -(m — x-z)j + — (x-y —x-ij)k ( , b> * - * А ж і" Д * Л ·* - ■ z *■* Accelerația areolară este dată de relația : ' Γ i- :/ f ln ч Г= df = О' χ » + Г X ѵ) = -(/· x p) = х ) (/Л ’ Expresia sa analitică este : r = ^(y-z-'yz)i + -x-z)j + -(x y — x y)k ( ,d) Observați Dacă Ω = C = const , rezultă că vectorul Ω = șl deci că vectorii r și ά sînt permanent coliniari sau vectorul accelerație liniară â al punctului trece permanent prin punctul fix O Din relația : C =· = -(f X ñ) se observă că locul geometric al vectorului de poziție г este un plan care trece prin O, punctul de aplicație al vectorului C și este permanent perpendicular pe vectorul C Rezultă ca o concluzie importantă pentru punctul eare se mișcă astfel, că viteza sa areolară este un vector constant și că se mișcă permanent într-un plan perpendicular pe acest vector UNITĂȚI DE MĂSURĂ Viteza se determină timpului Viteza unui exprimă în m*s~ STUDIUL prin raportul dintre lungimea spațiului și mărimea mobil se exprimă în m-s” Mărimea accelerației se MIȘCĂRII ÎN COORDONATE INTRINSECI Caracteristicile principale ale mișcării — viteza și accelerația — se determină în raport cu un tiedru legat de punct, cunoscut sub numele de triedrul iui Frenet ale cărui axe coincid cu tangenta, cu normala principală și cu binor-mala la traiectorie în punctul considerat Pentru a studia mișcarea punctului în coordonate intrinseci, se presupune că se cunoaște traiectoria punctului și legea de mișcare = $(/) = M M în raport cu un punct de pe traiectorie considerat ca reper fix (fig ) Triedrul lui Frenet are versorii pe cele trei axe τ, v, β, legați între ei prin relația : β = τ X v Dacă se consideră un punct O drept reper fix în raport cu care poziția punctului M de pe curba C este dată de vectorul de poziție r = r(/), expresia vitezei este : dr dr ds V == — = — · — · di ds di Se cunoaște că : dr — ds — = τ și - - = ds ’ dl · «a · Expresia se mai poate deci scrie sub forma : ă = -s- ( , a) și lezultă că viteza aré componente numai pe direcția tangentei la traiectorie, adică : =S ; = o ; = , ( , b) mărimea vitezei fiind ( p| = ¿ Fig Vectorul accelerației rezultă prin derivarea vectorului viteza : a = υ d/ ds d¿ accelerației devine : două componente : άτ după direcția tangentei de mărime după direcția normalei principale de mărime cl Rezultă că accelerația are — accelerația tangențială — accelerația normală У ■s v Se poate observa că între vectorul accelerație ã al punctului și componentele* sale după tangentă ατ și normală av la traiectorie se pot scrie relațiile * s y - — ά·β = α = ( , d> ά·τ = = ; ã-v = Se observă că componenta după binormală este întotdeauna nula și se deduce că vectorul accelerație se află întotdeauna în planul osculator format de tangenta și normala principală în momentul respectiv între relațiile de mișcare date în coordonate carteziene și cele în coordonate intrinseci se poate stabili o legătură utilă pentru rezolvarea anumitor probleme cinematice sau pur și simplu geometrice Astfel, dacă ecuațiile de mișcare în coordonate carteziene sînt : æ = æ(/) ; y = y(t) ; z = Ζ(ί) ; vectorul de poziție are expresia : iar viteza și accelerația sînt date de : ϋ a = υ = î mărimile lor fiind : n între viteza v și accelerația â, componenta tangențială ăx și cea normală « ținînd seama de pozițiile ce le ocupă, se pot scrie următoarele relații (fig ) ; ‘ egală cu pro- I άτ| = I ã I cos a ; adică accelerația tangențială este iecțîa vectorului accelerație pe vectorul viteză ; Μ η Fig I z I flX/> j; adică accelerația normală este egală cu "mărimea produsului U\» I - I · - ivi υ J vectorial dintre accelerație și viteză împărțită la mărimea vitezei STUDIUL MIȘCĂRII ÎN COORDONATE POLARE Poziția unui punct într-un plan poate fi perfect determinată și cu ajutorul coordonatelor polare (г, ), astfel că relațiile r = ?’(/) și = (/) reprezintă ecuațiile parametrice ale mișcării unui punct M în coordonate polare plane (fig ) Același punct poate fi determinat și cu ajutorul coordonatelor carteziene, între cele două sisteme existînd relațiile cunoscute (originea O fiind aceeași) : Ecuația traiectoriei se obține eliminînd parametrul timp, astfel că se obține o expresie de forma : F(r, ) = , iar în coordonate carteziene : Φ(τ, ÿ) = în coordonate polare se obișnuiește a se folosi pentru exprimarea precisă a vectorilor, vectorii variabili ca direcție p și n, și anume : p versorul radial are direcția vectorului de poziție a punctului M, iar n versorul transversal este permanent perpendicular pe vectorul radial Viteza punctului M tangentă la Fig r · funcție de traiectoria sa C, poate fi permanent descompusă după două componente : una radiala și una transversală, ale căror expresii se pot scrie în funcție de componentele vitezei după axele carteziene, sub forma : Vp = l)x cos + Vy sin ; observ ind că : »n dx dZ dO dZ cos t) — ; dz n = / cos l) — dl se obțin relațiile : dr dl Astfel vectorul viteză se mai scrie sub forma : vitezei (modulul) fiind : marimea iar direcția vitezei fiind : — г cos dZ d/ dy dl «n dr = — si n — · dZ dZ vn = г sin o n dO r COS" t) — dz dr -d = — p dZ • η = a·/ + Cv pe deci * Pq și v —— a*l Prin integrare se obține ecuația spațiului : X = - j) } * / -p (« ο- b Ί|Χ ί C sau ținînd seamă ca pentru / « О г se obține ecuația spațiului : іѵЯ-Д'о· ( * , b/ Ecuațiile mișcării rectilinii uniforme sini : a = σ ; i> = α· -|- υα ; г =-~«·/ p ·/ + ,τ ( , c)· ч л : v‘ · iu/ - ·· »· В ■· '· ' · -· ■ ■ ; : Г · ‘ ' » f’ - ■ Distanța parcursă între momentele /j și /a este dată de relația : ' * ■···:- - · · ■ · : * G s == j /> · d/ ( , d) G Reprezentarea grafică a mișcării rectilinii uniform variată a unui mobil este utilă pentru rezolvarea grafică a unor probleme de cinematică în figura , n, b, c se dau reprezentările grafice pentru ecuațiile mișcării rectilinii uniform accelerate, iar în figura , a, c se prezintă ecuațiile mișcării rectilinii uniform întîrziate MIȘCAREA CIRCULARA Ecuațiile parametrice ale mișcării pe cerc (fig y = R sin θ, unde O este o funcție de timp Expresia vectorului de poziție este : ) sînt t χ = R cos θ ; f = R cos θ-i + R sin O-j ·»· · - · Oi ( , a> Fig Traiectoria mișcării este evident un cerc și se obține eliminînd parametrul variabil prin ridicarea la pătrat și adunarea expresiilor, rezultînd : г- + j/ = ? # Viteza mobilului este : = j» « — /? sin θ·θ·ι + R cos ()·()·,/ ( , b) Este important de observat că vectorul vitezei este întotdeauna perpendicular pc veótorul de poziție în cazul mișcării circulare Mărimea vitezei este : V = R-ίύ, unde s-a notat cu = ω viteza unghiulară Accelerația mobilului are expresia : ã = ază + «y·/ — [ — R cos O- — R-Q sin OJi + + [ — R - O si n O + Й · cos ]/ ( , c) Observînd că = ε este accelerația unghiulară, se mai poate scrie : ã —[ — R cos θ·ω — R-ε sin ]¿ + [ — ?·ω sin + ?·ε cos ]/ ; sau ã = ε[ — R sin -¿ + R cos -j] — ·£(«!) ; « · W ’ * · · * C Dacă se consideră baza i, j matrice L : « « * · Г, Ш « « « « * к ? « « « Deoarece aplicația L este antisimetrică, se poate scrie : ω ···■ к « «u — θ an ¿•E(¿) — — i *L(i) —* αη • ■' · ■' ’··’'· Г r ' ·ί : t , iu ‘F^O) = —j *L(i) —> Rezultă că matricea L este antisimetrică și se poate scrie О О Dacă vectorul a MIȘCAREA DE ROTAȚIE A SOLIDULUI RIGID ÎN JURUL UNEI AXE FIXE Un corp solid rigid este în mișcare de rotație dacă în tot timpul mișcării două puncte ale rigidului rămîn fixe, deci există o dreaptă fixă, numită axă de rotație Punctele solidului descriu cercuri situate în planuri perpendiculare pe axa de rotație Fie sistemul fix și un sistem mobil atașat rigidului Oxyz ί \ ( · Μ м · Se V * ■ * Ж " ' X * Exprim înd analitic, se obține : — J о ε X г + ω X и ã = ( — ε·ι/ — ω:·χ)ι + (ε·χ — ' f ** Un corp solid rigid are o mișcare clicoidală simplă dacă izometria, care face să corespundă poziția sa la un moment tQ cu poziția sa la un alt moment este rezultatul unei mișcări de translație și a unei mișcări de rotație în jurul unei axe paralele cu direcția de translație, Sc consideră un sistemi de referință R format de punctul O și baza ijk solidar cu un corp solid rigid (C) (fig ) și un alt sistem Rt format de punctul Οχ și baza j\, k Dacă în momentul l sistemul R coincide cu R¡ se poate observa că pentru a trece de la sistemul Rt la R se poate efectua în prealabil o translație ОХО, care transformă Ri în sistemul R (Oi j k) urmată apoi de o rotație cu un unghi θ care transformă R în R · i Corpul solid (C) este solidar cu sistemul R Rezultă că vitezele punctelor sale în raport cu ? sînt nule, iar în raport cu sistemul R expresiile vitezelor punctelor sînt : vRj (M) = - к χ OM Fig Pentru a obține viteza punctului M în raport cu sistemul se adaugă viteza de antrenare a sistemului R față de și se obține: ѵПі(М) == - - dO = W°) + ^a(Ai) Dacă se notează OXO = hk și — = ω se poate scrie d/ : · ·ΐ ' · ·· ·?■ ■· ·’·!· г ■ à; -· -‘j ТУс■ c ' j (Μ) = - к - cit și fată de sistemul de referință mobil Fig prin coordonatele ξ și η Vectorul de poziție al centrului instantaneu de rotație I față de sistemul fix este dat de relația : Λ = + f ( , a) unde r este vectorul de poziție al originii sistemului de referință mobil, iar f este vectorul de poziție al centrului instantaneu de rotație I față de sistemul mobil Se mai poate scrie : Derivînd în raport cu timpul, se obține : * * ” "Z * * * “Z fi =Λ + ξ·ΐ + η-j + ξ-J + η-J- Dar se poate observa că : • a Го + ξ-Î + η-J = + ωΧΓ = = și multiplicînd cu (di) rezultă : dsf = ds ( ) Aceste relații ne arată că arcele pe cele două curbe sînt egale, fapt ce demonstrează că rostogolirea se realizează fără alunecare peste bază Dacă se ia în considerare segmentul O'M (v fig ), O’ fiind punctul -de pe axa de rotație ce se află în planul în care se mișcă punctul M și se raliate planul acesta în planul hîrtiei (fig , a), se constată că toate punctele Fig segmentului au o aceeași viteză de translație și o vitezăjle rotație în jurul punctului O a cărei mărime este dată de relația : ârot = ω X OM, Viteza punctului M este deci : = ă - ω χ OM, ( ) Poziția centrului instantaneu de rotație se determină ducînd normale la vitezele a două puncte ale segmentului OM (fig , b) Distribuția vitezelor punctelor de pe bara OM este identică cu aceea ce rezultă din mișcarea de rotație a barei OM în jurul lui I, Se pot scrie relațiile : y = I ІО I ω ; uM = | IM | ω ; vN = | IN | ω ( , a) Dacă se cunoaște viteza unui punct ca mărime și sens se poate determina viteza unghiulară, și anume: ω = — și rezultă mărimile celorlalte viteze: ь > > I > vM= \ IM\ · -^si yjV = I ÍÑI—· ( - , b) M io io DISTRIBUȚIA ACCELERAȚIILOR ÎN MIȘCAREA PLAN-PARALELA Formula lui Euler pentru distribuția accelerațiilor aplicată în cazul mișcării plan-paralele are expresia : âM = â + ε X r + ω X (ω X r) = ά + ε X — ω Α ( , а) în această relație, ñ este accelerația de translație, iar ãM este accelerația punctului M determinat de vectorul f Dacă se consideră un segment AB care are o mișcare de translație cu viteza și accelerația punctului A, iar punctul В are o mișcare circulară cu centrul în A și raza AB = f cu viteza unghiulară ω și accelerația unghiulară ε relația de mai sus se poate scrie : * \ F * ' V ’ ~ I * y · · $ Se observă că ăP = In acest caz accelerația a-f = ( ) înmulțind vectorial cu ε ambii termeni ai acestei relații și rezolvînd ecuația vectorială în raport cu vectorul de poziție f, se găsește : ( , a) Rezultă vectorul de poziție față de sistemul fix al polului accelerațiilor P ε x a -F ω · (i ,ω H- Ea ( , b) Coordonatele polului I fix vor fi : accelerațiilor față de sistemul I Coordonatele polului accelerațiilor față de'sistemul de referință mobil vor fi : ^occ oy ‘ ω ε * · f si ω - ε Distribuția accelerațiilor în cazul mișcării plane este identică cu aceea ce ar rezulta dintr-o mișcare simplă de rotație cu viteza unghiulară ω și accelerație unghiulară ε, л j ' т' Лд ‘ /u · coordonate u, а · ·; Dacă se alege un nou sistem de referință mobil, astfel ca originea sa să coincidă cu polul accelerațiilor, expresia coordonatelor se obține printr-o translație : x = x' + и ; у = у' + и ; z = z' Expresia accelerației unui punct oarecare M va deveni : în jurul unei axe ce trefeè prin polul accelerațiilor P de i I ã = û + εΧ /" + ωΧ (ωΧ/·) = [αοχ — (ε · ν + ω · ιί) — z*y' — ω ·χ']ζ + + [(α , + ε·κ — ω ·ί») + ε·χ' — ω ·!/']/ ; · * * * ' t* · * ¿ - ' * · · Dar : aox — ε·υ — ω · и = si aoy + ε·ιι — ω · и = Se obține : * w ax = —-ε^' — ω ·χ ; ay — ε-χ- — ω ·χ' · az = ( ) Aceste expresii sînt tocmai acelea ale accelerației unui punct M(x, y) al corpului, în cazul mișcării de rotație cu viteză unghiulară ω și accelerație unghiulară ε, în jurul unei axe ce trece prin polul P și este perpendiculară pe planul în care se efectuează mișcarea : ?■·' r '· · · ·■ · ■· : '■ ' METODE GRAFO-ANALITICE PENTRU DETERMINAREA DISTRIBUȚIEI VITEZELOR Șl ACCELERAȚIILOR PUNCTELOR UNUI CORP SOLID CE ARE O MIȘCARE PLAN-PARALELÃ / - J · * - · e V * л · f > л IA Γ· * Ч · ’ч г Viteza unghiulară rezultă din prima relație : ω • χ’ \ к « f V Pentru celelalte viteze, se obține : у B — ; vc = IC ; vM = ΙΜ·ω = IM— t ' v B — i и —— ; v q — IC —— IA IA Segmentele ce reprezintă razele IA, IB, IC, IM etc se măsoară pe desen și folosind o scară convenabilă se efectuează calculul cuvenit Metoda bazată pe teorema proiecțiilor vitezelor Pornind de la relația de legătură între vitezele a două puncte A și В : vB = vA + ωΒΛ X АВ = ѵл + + ϋΒΑ, se poate arăta că proiecțiile vitezelor pe direcția AB sînt egale, adică : — - л ( • к Λ F H · ’ · , J ·· ς » r υΒΆΒ υΑΆΒ ( ) ІАБІ |AB| |AB| Dacă se consideră o placă ABC саге are o mișcare plan-paralelă la care se cunoaște viteza unui punct A ca mărime, direcție și sens și direcția Δ a vitezei unui alt punct B, folosind teorema de mai sus se poate determina mărimea și sensul vitezei lui В și apoi a oricărui alt punct (fig ) Conform celor arătate mai sus, există relația A a = Bb și, ca atare, pe dreapta AB se măsoară segmentul Bb = A a, plasîndu-se literele mici în același sens în punctul b se proiectează vîrful vitezei punctului В ; rezultă că acesta se va afla pe dreapta bb' | AB Deoarece se cunoaște că suportul vitezei lui В îl constituie dreapta Δ, rezultă că vîrful vectorului vB se va afla la intersecția acestei drepte cu bb' — Pentru a afla viteza punctului C se poate observa că proiecția vitezelor punctului de pe dreapta BC este Bb — Cc , vîrful vitezei punctului C se proiectează în cx și c pe dreptele AC și BC Ducînd normale în cx și c pe dreptele AC și BC, acestea se intersectează în vîrful vectorului vitezei lui C Se obține vectorul vc ■ ■■■ ■ - ' l"· ■■ ■·-· ; ,■ ·· si Metoda planului vitezelor Este o metodă grafo-analitică ce se bazează pe ecuațiile vectoriale ale lui Euler și pe teorema asemănării Mecanica șl rezistența materialelor — cd G a Fig Se numește plan al vitezelor, figura formată de vectorii ăA, vB, într-un același punct, polul p, reprezentînd vitezele punctelor pe corpul în mișcare plană (fig ) Se construiește deci pa = pb =\ ab, bc, ca, ce se notează ab = ϋΒΑ etc Se vede că vc, aplicați pc = vc, obținînd și vectori de tip Pe de alla avem : pentru două puncte oarecare ale corpului avem : pò parte, din formulele lui Euler, scrise > Э-Й ÍI sau ì t ' ? ( ) sau t V, unde reprezintă viteza Iui В față de A considerat ca punct fix (fig Rezulta că vBA J AB, respectiv ab^ĂB, analog bc J Be'; mălări?‘a ДТ’Т P °P"ietatea cunoscută sub numele ” S Ж Câ latX Sí *оа^®Г^®^Ѵр®ФеОпП^ГсГ^аге,ГТі§иега^а ^Ре ІеЛгоііІІОсаие^*^а еСмиѴіииТшОтО~ In ceea ce privește modulele vectorilor viteză ; ° Λ I = I ω II ÆB ) sin ° sau ab =ΑΒ·ω VBA ) cu ° ( ) de „teorema ase-în sensul lui ω, deducem că : deci raportul de asemănare este egal cu ω Rezultă că fiecărui punct din planul vitezelor îi ta planul ; a t(el, lui A „ c „ “™Sț™ “d'= ~ »“»« - ar centrului instantaneu respectiv, vCB, perpendiculare pe AC respectiv pe BC La intersecția lor se găsește vîrful vitezei vc al punctului C Unind polul'O cu c se obține pc Metode pentru determinarea accelerațiilor Metoda polului accelerațiilor Metoda este analoagă metodei centrului instantaneu ce s-a folosit la viteze Pentru găsirea polului P (fig , a), dacă se cunoaște complet accelerația unui punct âA, precum și ω, ε, atunci se calculează ' ' · t r · a * * " ’ ’· * * ‘ € *»·· ÿ - * > * ί v · - ! Г i u G f г t » ; » x ¡ r » n J ;· * W i * t ț W M ( '· '·* J fU ІѴ J j y Λί tg ) Caz particular : dacă ω — ct, atunci ε = ; tg φ = ; ατ — , rezultînd că polul P se găsește la intersecția accelerațiilor totale care sînt totodată și normale (fig , c) Va rezulta : aA — a A = PA ·ω ; aB = aB = PΒ·ω Metoda planului accelerațiilor Metoda este analoagă celei de la planul vitezelor, bazîndu-se pe formulele lui Euler și pe teorema asemănării Se consideră trei puncte A, В, C care au accelerațiile respective ăA, âB, ăc (fig , a) Se construiește planul accelerațiilor, alegînd un pol p în care se aplică vectorii pa , pb', pe echipolenți cu ăAi ăBi ăc (fig , ò) Se formează vectorii de tip ab', b' c , c'a, unde : • Г? · * I % · 'V * — ω Unghiul dintre sensurile pozitive ale celor doi vectori, AB și a'b' este π — φ măsurat în sensul lui ε Deci cele trei laturi ale Aa'b'c' sînt rotite față de laturile omoloage ale ΔΑ BC cu тс — φ, deci triunghiurile sînt asemenea avînd unghiuri egale Cum : rezultă ci li л ω a'b' b'c' c'a' АВ ВС CA Din cele prezentate rezultă că fiecare punct clin planul accelerațiilor reprezintă omologul unui punct clin planul coipului Astfel и este omologul lui A, b’ al lui B etc , iar polul accelerațiilor p clin planul accelerațiilor este omologul centrului accelerațiilor P al corpului respectiv MIȘCAREA DE ROTATIE A UNUI CORP SOLID RIGID ÎN JURUL UNUI PUNCT FIX Se consideră un corp solid rigid (C) care se poate mișca în jurul unui punct fix Ox, astfel că un punct al solidului coincide în permanență cu punctul fix Op O astfel de mișcare se poate realiza cu o articulație sferică, astfel că rigidul poate efectua numai rotații Această mișcare se mai numește și mișcare sferică De corpul solid rigid se solidarizează un sistem referențial Oijk(R) și mobil iață de sistemul în raport cu care urmează a fi studiată mișcarea corpului (fig ), astfel încît Ox = O Se poate proceda la transformarea sistemului Rx în R prin trei rotații succesive, și anume : B (O¿xj /q) -* Rr (Oüvk^ prin rotirea cu unghiul ψ în jurul axei (OÃJ j Rr(Ouvk^ -> R"(Ouvk) prin rotirea cu unghiul Θ în jurul axei ( z ) ; R'\Ouvk) -> R(Oijk) prin rotirea cu unghiul φ în jurul axei (Ολ) Vectorul viteză al unui punct M al corpului C în raport cu sistemul R± este nul, iar în raport cu sistemul R" este : · - V a · * c x* |ț- (M) = к x ÕM ( ) di ; Pentru a obține expresia vectorului viteză, în raport cu sistemul R\ este necesar să se adauge viteza de (transport) antrenare a punctului din R" în raport cu R' : vR,(M) = к x OM dt în mod asemănător, pentru a obține vi- se adaugă viteză de antrenare (transport) a unui punct X teza in raport cu sistemul ■ — й x OM ndt ’ ț J "TJ i ( - ) din R față de sistemul și se obține DRt(M) -d г d , αψ f и —~ ки dt dt — к x OM dt ( ) Fig ψ, O și φ fiind cunoscute sub numele de unghiurile lui Euler (ψ — unghiul de precesie; — unghiul de nutație; φ — unghiul de rotație proprie), se poate scrie : = ω X OM ω fiind vectorul viteză unghiulară de rotație a corpului solid țG) în mișcarea sa față dé sistemul Expresia vitezei unui punct M oarecare, arătată mai sus : vUi(M) == ω X XOM se mai poate scrie : vRl(M) = ω X /·, unde г este vectorul de poziție al punctului M de coordonate x, y, z în raport cu sistemul referențial Vectorul ω este un vector de modul și direcție variabilă ce trece permanent prin punctul fix O și are o expresie analitică de forma : (Μ) = ω X f V o· * ѵЯі(М) = [ωΐ;·ζ — (òz-y]i + [ω ·ζ — cox-z]j + [ω^-г/ — ω^-xjk ( , a> ’ ï * * ί (M) == ε x г + ω x (ω x f), ( , a) unde ε = ω este derivata vectorului viteză unghiulară și este un vector al cărui suport este diferit de cel al vitezei unghiulare ω, adică cei doi vectori nu sînt coliman Rezulta ca este nulă numai pentru г — adică Dentri» nunctul fix, F ’ I ■ » » Ж Se poate reține, deci, că în căzni mișcării solidului cu punct fix distribuția dc accelerații nu poate fi redusă sau asimilată cu distribuția unei alte mișcări mai simple Termenul ε X f reprezintă accelerația tangențială, iar termenul ω χ (ω X r) reprezintă accelerația axipetă Expresia analitică a accelerației к с^х’У — “Z MIȘCAREA GENERALĂ A UNUI CORP SOLID RIGID ( &, ~Ь ε τ Còx * Cû ων·ωζ I '-jy — εχ sînt coliniari, poziții a Dacă determinantul coeficienților Δ / , adică ω și ε nu atunci există corespunzător la un moment și deci unei anumite corpului, un singur punct de accelerație nulă Acest punct poartă numele de polul accelerațiilor și se schimbă de la un moment la altul în acest fel distribuția accelerațiilor este la un moment dat identică cu cea a unui corp solid rigid ce s-ar mișca în jurul unui punct fix, care ar fi tocmai polul accelerațiilor I determinat mai sus Dacă determinantul coeficienților Δ — se pot distinge două cazuri : mișcărilor de translație sau de mișcare elicoidală ; — apare o nedeterminare, adică există o mulțime de puncte de accelerație nulă aflate pe o dreaptă și, ca atare, situația corespunde unei mișcări simple de rotație sau unei mișcări plan-paralele ' = ;se pot distinge — nu exista punct de accelerație nulă și sîritem în situația z APLICAȚIA Bara OB = l se deplasează astfel îneît capătul O alunecă cu viteza vt, constantă, pe dreapta ^, bara rămînînd tangentă la cercul de rază R Să se determine, cu ajutorul centrelor I și P, viteza vA, baza și rostogolitoarea, accelerațiile punctelor A și I ; aA și ar Rezolvare , Studiul vitezelor Se|dctermină poziția centrului instantaneu de rotație I, la intersecția perpendicularelor pe direcțiile vitezelor v și vA Deci : Vo = ; oA ~ ΙΛ Ό), Hoz ui· ta z Va—- Vq -■ ■ = Pn'sin IO Viteza unghiulară instantanee ω => Ò variabilă IO ΤΛ COS Vq · Λ -es te sin o mărime * Pentru determinarea bazei și rostogolitoarei, se scriu coordonatele lui I față de sistemul de axe fix ОіЗД-l și mobil Oxy, astfel : Í xL = OLO = - ; x = O A = R tg θ ; I cos Θ rrk P sin θ т л ту t d Уі = ІО = - ; у = ІА = R tg cos θ I , tf ; {J ( ] - ? * · ; j J ' Γ· r · f t Э Ч : *» : ț · ; t/ì f Г: £f ¡ · t · * f · ,■*’ fí /Т ‘ Ч J Eliminînd parametrul θ, ecuația bazei este: xț — R -xț — R y% = , iar rostogolitoarea este parabola : y = R-x Studiul accelerațiilor Pentru determinarea polului accelerațiilor P, se observă că acesta coincide cu punctul O, fiindcă v = const și deci a = Se calculează accelerația unghiulară ε prin derivarea lui ω, obtinînd : ' ·> ’ Г r * ζ/ΓβΙΙίΐ fi ? J-Ί ¿’íKJl·· -ifj : ε = ω =—-— [ — sin -cos θ — cos = — — cte ( - sin θ) Ksin e Я Componentele accelerației aA pe direcția tangentei și normalei sînt : ατ = PA · ω = îl αν=ΡΑ·ω = -Ρ ^ Unghiul φ dintre accelerație și componenta normală este dat de : ω + sin θ = ~ ~sin θ cosθ ’ Unghiul φ este negativ, deci dreapta vectorului accelerație Componentele accelerației punctului I vor fi : i>¡¡ cos o ”·· ( - Zi sin v vectorul av se găsește r/v vi cosB H - -L W f—■ ■> rw»·— w II I II ț ti sin APLICAȚIA Cùnoscînd clementele geometrice ale mecanismului din figură ( , a), poziția dată de unghiul ° și viteza unghiulară constantă co a barei OLA, să se determine viteza și accelerația culisei D, folosind metoda asemănării Rezolvare Studiul vitezelor (fig , δ) Bara OLA fiind în rotație, rezultă ѵа — ^ c Din construcția grafică rezultă : MIȘCAREA RELATIVĂ A PUNCTULUI MATERIAL Se consideră în spațiul euclidian un punct și o bază jț, jit k ce formează un sistem de referință și totodată un alt punct O și o altă'bază i, к k care constituie un alt sistem de referință în cinemática clasică, denumită și cinematica lui Galileu, doi observatori afectați la două sisteme de referință din spațiul euclidian percep simultan producerea unui eveniment poate fi considerat fix, în află în într-un același punct din spațiu Ei dispun de un același reper pentru timp și, ca atare, ei atribuie evenimentului același moment Asociația reperului spațial OjJikt cu reperul timpului constituie un sistem referențial ?υ iar asociația reperului spațial Oijk cu reperul timp, același, comun, formează sistemul referențial R (fig ) Sistemul referențial R timp ce sistemul referențial R se mișcare Reperul spațial Oijk este nedefor-mabil în timp și poate fi considerat ca un corp solid Versorii ijk sînt constanți ca mărime, dar variabili ca direcție Se observă că se pot aplica fiecăruia din acești versori relațiile din mișcarea de rotație în jurul unei axe fixe sau în mod echivalent în mișcarea de rotație a sistemului ?¡ín raport cu sistemul Rv Se poate scrie : di âj d/c di ~ ~ » di dl - г ,'v unde ω este" vectorul viteză unghiulară de rotație a sistemului [R față de^Tip Se consideră un vector v ale cărui componente în sistemul R sînt «ι> βι> îi» îar îh sistemul R sînt α, β, γ, adică se poate scrie : ’ Ú âb Ы + Yi’* Ц xv ’ M Derivata vectorului v în ?x este : dy| da dZ ; I dYi ñ dt țdZ unde z ÿ } k sînt constante, iar în raport cu ? este : / du I dlj" dl ‘dl dt t nind de la Derivarea vectorului în sistemul referențial se poate obține - expresia lui υ în sistemul referențial ? : · · г M(x,y, z) Fig , * : i, j, к sînt variabile în timp, adică sînt constante ca mărime, dar variabile poate deci scrie : di?) ^==* ca direcție Se sau : dp I d?/ * dpi Dctermiiiarea vitezei unui pori cu sistemele ? si ì dj dA' punct în ra- ‘ dZ Se considera un punct M de coordonate æ, y, z, în sistemul lì și ХіУ^і in sistemul Vectorii de poziție respectivi sînt exprimați prin : f = OM — x*i У*] z*k * p = OJM + x^ix + y^Ji + Expresiile vectorilor viteză ale lui M în sistemele R și Rt sînt : ( A Se observă că între vectorii de poziț e r și p ai punctului M, în raport cu cele^două sisteme referențiale» există relaț'a ; Í ' · ! * К * · î » · * *’ К к Í i i J Í * ? i / i ■ * ' J l Í à ’ ! L M > pM = θιθ + г sau ΟλΟ + OM Prin derivare în raport cu timpul, se obțin? ; Li A (IÕM - /Л, d( Ϊ Oi , di J r · ·■ ' к ·*·** c «î^·» ' « - · Vectorul OM reprezintă vectorul de poziție al punctului M în sistemul referențial R Apb’cînd regula de derivare arătată mai sus, se obține : sau R (M)— — p poartă mise numește unde s-a notat cn ~ derivata vectorului r = OM în raport cu sistemul referențial R considerînd i, j, к constante Această derivată se numește derivată locală * î>t = po + ω X f este tocmai viteza punctului M solidar cu sistemul referențial Rlf adică este tocmai viteza cu care punctul este antrenat de sistemul referențial R Această viteză se numește, de regulă, viteza de transport Viteza unctului M față de sistemul de referință mobil R mele de viteza relativă, iar față de sistemul RL, considerat fix viteza absolută Rezultă ca Qe mai poate scrie relația vectorială : * ' X - * > / h ) > *’ > J IÍ » f j Í IІ = t)t - Determinarea accelerației unui punct în raport cu toni accelerație ai punctului M în raport cu sistemele B si R expresiile vitezelor : ( ) sistemele R și Rv Vec-Ì se obțin din ã„(M) -= А бя(М) =s — + ăl л(М), Μ prin derivare în raport cu timpul se obține : «л (М) = ăâ,( ) + x W + ω X ¿ (W)J; + ¿ sau : + ¿ ñ i(M) + ω X va(M) ( , a) Accelerația punctului M față de sistemul de referință R, considerat fix, se poate scrie sub forma : ■ f f ' йд,(М) = ãR (O) + Ș X ÕM + ω X [ω X ÕM + ί К £ к F e > ‘ w f + ω X ñR(M) + ãR(M) ( , b) Primii trei termeni constituie expresia vectorului accelerație a unui punct M considerat fix în R, care este deci solidar cu sistemul R Acest vector se numește accelerația de transport a punctului M antrenat de sistemul R : в Λ * * · · « , «, =йЛі ( ) + Ș X ÕM + ω X (ω X ÕM) ( ) W ’ Ί '· C T ‘ I · · s g ' w Termenul L(t), unde ¿j = ει = coiist , în jurul axei verticale (Δ) fixă Mobilul M parcurge periferia semicercului după legea = ——, unde ε = const , cunoscut Să se determine viteza și accelerația absolută a mobilului M într-o poziție oarecare și apoi în poziția A, unde = -^-· Rezolvare Studiul vitezelor A teza absolută se va calcula după formula : âa= vr + vt Se identifică definițiile respectivelor viteze cu datele problemei Astfel, miș- carea relativă fiind mișcarea lui M pe cercul cu centrul în O, iar mișcarea de transport fiind mișcarea lui M fixat pe cadru, adică pe cercul cu centrul în Ok și rază ОкМ, vitezele vor fi : viteza relativă : vr = OM-Ü — R-£ 't, pe tangenta la cerc ; viteza de transport : vt = ΟνΜ·ω} = R sin ·ω perpendiculară pe figură, ieșind din ea ; Studiul accelerațiilor Accelerația relativă are componentele : Ur = R - Θ = R‘£>; Accelerația de transport are componentele : = OkM · = R sin · ωχ = R sin · εχ ; ai OkM= R sin ·ω| Accelerația Coriolis se calculează după formula : âc =s χ j)r j ~ · jR · ε » / sin Fig Mecanica șl rezistența materialelor — cd cs s Q a a ci N t* « d h-* N) ro s= — Д » Proiecțiile ei pe cele trei axe au expresii de torma : ( , a) ( , b) Forța elastică depinde de poziția punctului și are o expresie [de forma : ( , c) iar proiecțiile sale sînt : X = — k*x ; Y = — /с-z/ ; Forța de atracție universală are expresia : iar proiecțiile sale pe axe sînt: ( , d) ( , e) f-m-M -x Ținînd seama de expresia generală a forței, ecuația fundamentală a dinamicii se scrie sub formă vectorială : ( , f) Proiectată pe axele de coordonate ale sistemului cartezian, această ecuație diferențială vectorială se transformă în trei ecuații diferențiale scalare : m ·ζ Presupunînd că sistemul a fost integrat, soluția ( , b) generală este dată de : — ^(f, С ? C , · Ce)t ( ) în expresia soluției generale au apărut șase constante de integrare C> ^ * Сз» Q, Cq Pentru determinarea unei soluții particulare, se aplică condițiile initiale la t = : Λ o ? & >OX i / У — Уо > У = voy ; * ( ) Zq , · Aceste condiții, introduse în expresiile lui ru, //, c și a derivatelor lor æ, /, з ’n momentul / = , conduc la : = ^( , Cp C , C , C , CB, Cq) ; i)OiV д((), Q, Ca> C , C\, C , C ) ; !/\θ> ^ ^ ^ ) s ^ C » Cj* Cq) ( * ) Aceste ecuații alcătuiesc, tiu sistem avind ca necunoscute cele șase constante ' Rezolvfnd acest sistem, se obțin constantele: Cj — фіу^’о* I/o* * ’ ^ X> ^OJ/* ^ ) * фаѵЦ» l/θ* ^OX» ^oíi (^ æo' Уо’г * = /з(^ æO> Уо’ ¿О' l,o у у О’ ^οχ·> ^о]/> ( ) Ό — Φ(|(·*Ο’ * , ^t> t/i \ * * în cazul coordonatelor polare r și , ecuația fundamentală poale fi proiectată pe direcția radiala și pe o direcție perpendiculară, astfel că se obține : » · · w — \ * - * “ ’ *·*· ' **· • · · m-ap = m(r Γ θ ) ==- p ; m · an cl(r -Õ) dr «· ( , а) în coordonate cilindrice corespunzător fundamentale se obline : m(r — r-O ) = l'p ; m(r- + γ·Θ) = RQ ; m-z = Fz ( , b) Pentru sistemul de coordonate intrinseci (triedrul lui Frenet) proiecțiile ecuației fundamentale se scriu sub forma : - = R( , ,S·, /) ; — = Fv(s, , /) ; = S, ί) ( , c) P MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL ÎN VID Se studiază mișcarea unui punct material liber, de masă m, lansat în vid cu viteza pc înclinată cu unghiul a față de orizontală (fig ) Se alege sistemul de axe luînd planul Oxy definit de p și greutatea deci planul vertical Ecuațiile diferențiale alo mișcării sînt : / * X — //J’ /y == у Ã — — * ; / * = , ( , ) precum și * · x = C + C ; j/ = ί- ·/·-+ C;,·/+ Q ; z = C ·/+ Ce ( , b) Condițiile inițiale sînt : la : / = ; x — ; y = ; z = x = v cos a ; y = z, sin a ; = ( ) Rezultă constantele : CL = p cos a ; C = z? sin a ; C¿ = Cl — Cò = CG = ( ) - ’ I cos a ; y = — A- y / - / p sin a ; z ■-= ( ) Din ulii ele ecuaț ii se deduce că mișcarea se petrece într-un plan vertical Eliminînd parametrul l л ‘ ecuația traiectoriei : între primele două ecuații parametrice, rezultă — τ pj cos a ( ) care este o parabolă Parametrii traiéfctoriei cinematice Distanța O A, denumită Rezultă : studiază bătaie, se continuare, pe baza unor considerente calculează punînd condiția ул = A v sin a sin a înălțimea maximă a traiectoriei, BBr, se obține observînd că în punctul В viteza este orizontală, deci ijB = Rezultă că : ( ) v sin a v* sin a ( ) = В в Se observă că bătaia cea mai mare, pentru un p dat, se obține pentru a=“’ iar înălțimea cea mai mare se obține pentru a = — · Interesează să se determine punctele din plan ce nu pot fi atinse cu un proiectil lansat cu z? , indiferent de unghiul de înclinare al vitezei inițiale Se consideră un punct M din plan, de coordonate ξ și η care, pentru a ii atins, trebuie să verifice ecuația traiectoriei : * / · η = ^ξ + ξι ·α υ; cos α ( ) Se calculează cîl trebuie să lie înclinarea a pentru ca punctul M să fie atins : ( ) entiu ca punctul sa nu lie atins, tga trebuie să aibă soluții complexe Egalînd cu zero discriminantul din relația lui (ga, se obține locul geometric al punctelor ce delimitează zona ce nu poate l'i atinsă de proiectil Această curbă se numește curbă dc siguranță : p (p - g^) -g*^* = ( ) Se vede că această curbă este o parabolă, care coincide la intersecțiile cu axele, cu distanțele maxime pe care le poate străbate proiectilul Ox pentru a = — și in axei în lungul Og pentru a = Fig (fig ) MIȘCAREA PUNCTULUI MATERIAL SUPUS LA LEGĂTURI Pentru a studia mișcarea unui punct material supus la legături, în baza axiomei legăturilor se îndepărtează toate legăturile și se introduc în loc forțele de legătură corespunzătoare F г, în acest mod se obține un punct material liber asupra căruia acționează un sistem de forțe format din forțele active (forțele date) și forțele de legătură în baza acestui raționament, expresia ecuației fundamentale a mecanicii se poate scrie sub forma : m-г = ^Fa + ( ) în cazul punctului material rezemat pe o suprafață fixă dată, forțele de legătură sînt o reacțiune normală și o forță de frecare ce este direct opusă vitezei punctului Dacă suprafața pe care se sprijină punctul este exprimată prin relația φ(τ, z/, r) == , reacțiunea normală are o expresie de forma : N = Z^grad φ, ( ) Ecuația mișcării fără frecare devine în acest caz : m-f = ΣΕα -f- λ grad φ ( ) Dacă punctul se sprijină pe o anumită curbă ce rezultă din intersecția a două suprafețe : Se consideră cazul unui punct material asupra căruia acționează o forță al cărui suport trece permanent printr-un punct fix O în acest caz se spune că forța este centrală (fig ) Ecuația fundamentală a dinamicii se poate scrie : т-ã = F = F- p Se observă că vectorul de poziție г și vectorul forță; sînt coliniari Dacă se înmulțește vectorial ecuația de mai sus cu r, vectorul de poziție, se obține: ( ) Fit r x т-ã = г x F-p = , și rezultă f X ă — sau : dr чу - d , -\ Λ -цр X υ = X ^) == , f X ΰ = C, fiind vector constant, Fig Fig înmulțind scalar această relație cu vectorul de poziție r, sc obține : ( ) deoarece în acest produs mixt doi factori sînt identici Dacă vectorii C șir în raport cu un sistem cartezian au expresiile : C = Ct-i C>·/ + C *k; r =æ«z + у·] + atunci produsul scalar are ca urmare expresia : CL-x + C -y + C *z = , ( ) s ·%*«·· · "’L’ ** •~^ - - · · și reprezintă ecuația unui plan ce trece prin origine, normal pe vectorul C Se poate enunța deci că traiectoria unui punct material acționat de o forță centrală este plană Proiectînd ecuația fundamentală a dinamicii pe direcțiile radîală și transversală și ținînd seama de expresiile componentelor accelerațiilor după cele două direcții (p, ñ), se obține (fig ) : п(г — r- ) = F; m(r»Õ + г- ) = ( ) v Λ · ÌO · Л ** ·*· - % Μ ·> · · — ** V ’ Din a doua ecuație a sistemului se poate determina încă o proprietate generală a mișcării punctului sub acțiunea unei forțe centrale Se poate observa ușor că : = — (γ ·Θ) = — (г ·ó + γ·γ· ) г dl г \ și rezultă : — (г «Ѳ) = și deci : г *Ѳ = С ( ) dZ Dacă sc consideră traiectoria și două poziții A și A' ocupate de punctul mobil în două momente l și l + Δ/, se observă (fig ) că aria triunghiului curbiliniu OAA', măturată de raza vcctoare în intervalul de timp Δ ', este : Δ/ s¡п до ¿J —rs-dO, unde ținînd seama că unghiul esle mic s-a luat sin Δ » dO împărțind această relație cu d/ sc obține aria măturată de raza vectoare în unitatea de timp, care este tocmai viteza areolară : clA di r* dO , ru λ' ·ιη ,Μ dO unde p —— · к Prin integrarea acestei ecuații diferențiale de gradul doi, se obține : e ( ) unde : e și θ sînt constante ține : /· p p de integrare Din această relație se poate ob- ( ) adică, ecuația unei conice care are focarul în centrul de atracție O în această relație p este parametrul conicii, iar e este excentricitatea Natura conicii descrise de punctul material sub acțiunea unei forțe centrale de atracție universală se stabilește în funcție de excentricitatea e și elipsă dacă e Se că viteza radială are expresia : anume : observă v sau : »r Deoarece în rezultă : momentul initial : ur = υ cos a , (fig ) Uq cos α == — о și deci : e cos θ e sin e p · v cos a și se obține : e = P ctg a C ctg a o - P к т - С p CtS α° = I o sin a cos a •υ? sin a dar : p = — = sIn* a° & к și se obține expresia excentricității e : t ( ) Γο·« sin a ( ) parametrii саге pot influenta excentricitatea sînt : p și a adică viteza inițială și direcția Se observă că pentru : li к traiectoria este un cerc ; ^ = k r și e , traiectoria este o hiperbolă Din aceste rezultate reiese clar că natura conicii depinde de valoarea vitezei (inițiale) și nu depinde de direcția ei în cazul unei rachete lansate de la suprafața pămîntului și ținînd seama de atracția newtoniană, se poate determina viteza inițială necesară pentru a deveni satelit sau pentru a părăsi definitiv pămîntul, avînd raza pămîntului r = m к-т к n m m-q -; = ,ol — r r ç rQ Г Pentru ca traiectoria satelitului să fie un cerc, este necesar ca : ao — ±-— Și ^ = /— ~ m/s Aceasta este prima viteză cosmică Pentru ca traiectoria proiectilului să fie parabolică, adică să poată ieși de sub sfera de influență a pămîntului, trebuie ca : = /“ = x/^ *ro ~ m/s F r I Aceasta este a doua viteză cosmică MIȘCAREA RECTILINIE OSCILATORIE ARMONICĂ MIȘCAREA RECTILINIE OSCILATORIE ARMONICĂ NEAMORTIZATĂ Un punct material de masă in, așezat pe un plan perfect neted și legat de un arc cu constanta elastică к și masa neglijabilă, scos din poziția de echilibru prin întinderea sau comprimarea arcului constituie un model mecanic alunni «огр ce efectuează o mișcare oscilatorie neamortizată Forța ce acționează -asupra punctului material este proporțională cu deplasarea față de poziția de echilibru Un astfel de sistem elastic se numește oscilator armonic liniar (fig , ), în baza ecuației fundamentale a dinamicii, se poate scrie : /П’Х « — k'V sau ,τ + — æ = ( , а) Fig Daca se notează — m ecuația diferențială a mișcării devine : ( , b) Ecuația caracteristică este : și are rădăcinile : r > — ± ί·ω Soluția generală este, în acest caz : x = sin ωί + C cos оз/, ( , a) CL și C fiind constante de integrare Se mai poate scrie’: g*' * V S іч-ЗЛ· '·Λ· · ' ‘ ¿· ·' : / ///// // / / T Fig Mecanica și rezistența materialelor — cd, elastic Considerine! că ω / p, soluția ecuației diferențiale în cazul studiat este deci : x — C[ sin ω/ + C cos ωΖ + C sin pl ( , c) Soluția particulară introdusă în ecuația diferențială ne conduce la relațiile : — C*p sin pt + ω · C sin pl — q sin p/, și prin identificare rezultă: C== · ω - p Ecuația legii de mișcare devine în acest caz : x = С sin ωΐ + C cos ωΐ H sin pl ω - q sau : x = A sin(cei + φ) + sin pt ( , d) ω — p Constantele de integrare Ci și C (respectiv A și φ) se determină cunoscînd anumite condiții particulare, de exemplu, cazul în care în momentul inițial sistemul pornește din repaus, adică : la ί = , x = ; x = Ecuațiile de mișcare (spațiu și viteză) sînt : x = С, sin ωΖ + С , cos ω/ H sin pl ; ω - q x =■ Clcô cos ωΖ — C-,-ω sin ωΖ d — -cos pt ω - q Folosind condițiile inițiale arătate, se obține : = C și = Cx· ω d —— , sau C = —— ω — q ω ω — p Rezultă ecuația de mișcare : x = -(sin p-t — — sin ωΖ) ( , e) ω — p ω Această ecuație de mișcare este în fond rezultatul suprapunerii a două /mișcări oscilatorii, și anume: prima o mișcare oscilatorie datorită forței perturbatoare și a doua o mișcare oscilatorie armonică proprie sistemului elastic : = sin p[ — sjn p[ ω — p ( ) — sin ωΖ == / а sin ωΖ ω ω — p ч Mișcarea rezultată nu are caracter de mișcare oscilatorie armonică Mișcarea oscilatorie, datorită forței perturbatoare se mai denumește și mișcare forțată sau vibrație forțată Amplitudinea vibrației forțate este : ’ Sc observă că: —-= rs( este defor-A' malia sistemului elastic sub acțiunea valorii maxime a forței perturbatoare Rezultă că amplitudinea se mai poate scrie : A i = X's t = a·', t · A o, ( G ) i-i-V țo ) ; factorul unde s-a notat : Ao Fig o, poartă numele de factor de amplificare, mărimea lui fiind o funcție de raportul — · ω în figura se redă variația factorului Ao în funcție dc raportul — , ω % Se observă că pentru— = , adică p = ; Ao = L și rezultă că sistemul ω oscilează în aceeași fază, cu vibrație oscilatorie proprie; aceasta înseamnă că sistemul se mișcă în aceeași fază cu forța perturbatoare Dacă raportul — este foarte mare, influența forței perturbatoare este mică ω sau chiar practic nulă Dacă raportul — = , amplitudinea mișcării rezultante ω crește nelimitat în acest caz apare fenomenul de rezonanță Fenomenul dc rezonanța Luînd în considerare ecuația dc mișcare rezultată ( , e) în cazul ω = p se observă că se ajunge la o nedeterminare de forma Pentru a înlătura nedeterminarea, expresia se mai poale scrie: sin pi sin ω/ ‘ ω X = q - ω — p ( ) Considerînd mărimea p variabilă apropiată de mărimea ω, rezultă că— й ω + sin ) z-cosp^ìi x = fiind constante de integrare Rădăcinile ai și a sînt : frecare mici există relația : a o sînt forțelor "de rezultă că ai Și numere complexe ce se pot scrie sub forma : ( , a) Deoarece : gii-Wi·/ cos ω^/ д j sjn ' t : Г ' ■ ' ' ’ T - · - ? r> ·? -ï generale se poate aduce sub forma -expresia soluției — b't - , ■ ж = e "> [(Q + C )cos coJ + ¡(C, - C,)sin o j], ( , b) și ÍGlosüid notația : C, + C — aL și i(CL — C ) — o se poate pune sub forma : — b x e~ ”~[(iL cos ω;/ + α sin ωχ/], ( ,c) Ifí JI Fig Fig aY și a fiind două constante reale ce se pot determina din condiții particulare ; de exemplu, cunoscînd că : Ia / = ; x = x și p = p , se obține : b x° - și rezultă ecuația mișcării : πι·ω, *>O m /η·ω , rădăcinile ax și a sînt reale și nega- к > — sau m Ecuația de mișcare este în acest caz : » ( ) Mișcarea este, în acest caz, aperiodică, adică nu apar fenomene oscilatorii își tinde asimptotic către poziția de repaus Constantele CY și C se determină în funcție de condițiile inițiale care imprimă caracteristica mișcării în figura sînt prezentate diagramele specifice acestei mișcări în funcție de condi- O expresie а cotei de schimb a energiei oscilatorului se poate obține înmul-tind ecuația mișcării cu x : » » care se mai scrie și sub forma : d f — — m · x dt ( , b) Această relație arată că energia punctului material este suma dintre energia cinetică și energia potențială, iar derivata ei în raport cu timpul indică cota de energie care este disipată în căldură datorită frecării în cazul mișcării oscilatorii amortizate (cazul frecărilor mici) se folosesc doi parametri care permit aprecierea gradului de amortizare a sistemului Un prim parametru denumit decrementai logaritmic al mișcării, este definit de expresia : sau : —bt ~ rn in ( ) doilea parametru dc apreciere este așa-numilul lactoi (/, definit de Al energia totala scăderea energici pe ciclu Se consideră æ aceste poziții două poziții succesive în care viteza este energiile punctului sînt potențiale și se poate scrie : Observînd că: — = e~ , factorul Q sc poate «V meniul logaritmic : Dacă amortizarea este mică, valoarea lui δ poate scrie : Q = tz = - ( - δ) astfel că factorul Q este mare atunci cînd décrémentul logaritmic este mic exprima în funcție de decî’c- • * w CV* · · — «-W ( , a) este mică și expresia lui Q se —, ( , b) MIȘCAREA RECTILINIE OSCILATORIE AMORTIZATĂ SUB ACȚIUNEA UNEI FORTE PERTURBATOARE SINUSOIDALE (fig ) * · * - » * — k * * W ··■· I— * ж ’ * e * * * * ~ К « Pentru acest studiu se va folosi calculul cu numere complexe, fiind mai operativ Expresia unui număr complex este de forma : z = χ i iar în coordonate polare poate fi pus sub forma: z = г cos θ + z «r sin θ = z'*el\ * · ·*· —’ · ' * * unde : г — x + z/ și θ = arctg —; conjugatul numărului complex z este z* X și este z* — x — / чу = r»e“i , astfel că mărimea : г = ѵЛг + z/ = [ z | = Ecuația de mișcare a punctului material considerat este : > · · ♦ ь · я · т-х + δ·χ + k-x — F" cos pt ( ) b LLLLUnjJJjiU Focos pt -tes» - ПГ ТГПТ ТГГТГТТ, X I -^ e ГТ-//·///? Fiii Ventili soluționare se folosește ecuația auxiliara : m-ÿ + b-y + к-y = Fo sin pl înmulțind ecuația auxiliară cu i și adunînd-o la prima, se obține : m-z + b-z + k-z = Ecuația de mișcare a oscilatorului este constituită de partea reală a soluției acestei ecuații, care este de forma : z = Ζ^'*\ ( ) Introducimi această expresie în ecuația generală de mai sus se obține: ( , a) o unde : ω ! — este pulsația proprie a oscilatorului liber n poate scrie : Se ob- o ( , b) unde : - SI ί Soluția generală a ecuației de mișcare scrisă sub forma ( , c) complexă este : ( , a) unde ζγ este soluția generală a ecuației omogene Partea reală a acestei expresii reprezintă ecuația de mișcare în cazul considerat, și are forma : x = В cos(p-t — β) + xL Dacă amortizarea este suficient de mică pentru ca mișcarea să aibă caracter oscilatoriu, expresia lui xL este identică cu cea găsită în cazul mișcării amortizate libere : = e in (a cos sin ω^) Această mișcare după un timp suficient de mare încetează Din acest motiv, ea poartă numele de tranzitorie Ecuația de mișcare a sistemului este deci : x ~ В cos(p·/ — β) + e m (uÂ cos ωχί + sin ωχ/) ( b) Se observă că mișcarea rezultă din suprapunerea a două mișcări și poate li împărțita în două etape, și anume: liberă (fără forțe perturbatoare) și mișcarea punctului sub acțiunea forței perturbatoare Cele două mișcări sînt : mișcarea de oscilație amortizată și o etapă tranzitorie în care se produc atît mișcarea de vibrație proprie, cît și cea întreținută Această etapă se numește regim tranzitoriu A doua etapă, în care vibrația proprie poate fi considerată neglijabilă, se ia în considerație numai oscilația întreținută Această etapă este denumită regim permanent sau staționar Pentru determinarea constantelor de integrare ax și a se folosesc condițiile inițiale Dacă la t = ; x = xQ și p = zz , se obține : aL = x — В cos β și a = I— — — Ì sin β H -— (xQ — В cos β) ( ) I Wi Oj J ты} în figura sînt reprezentate grafic : mișcarea amortizată liberă proprie sistemului, mișcarea întreținută, mișcarea rezultantă Dacă se consideră cazul particular în care β = ° ; xQ = și v — , obser-vînd că : aL = și a = — B, ecuația de mișcare devine : Í — —Ì x = Bțl — e jsin pt ( ) A w · · b 't In cazul frecării mici — este mic și expresia devine: m Această expresie este asemănătoare cu la torului fără frecare Dacă valoarea lui t că mișcarea intră în regimul permanent p/ ——/ sin pp ( ) pm cea determinată la rezonanța osci- crește, e " tinde către zero, astfel Pentru cazul în care frecarea este mică, alura mișcării rezultă din figura Se observă că începînd de la un moment mișcarea capătă forma caracteristică regimului permanent Amplitudinea mișcării întreținute are expresia : · + /ί· τ·τ = x*F cos pt Fig sau observ înd că : este energia totală a punctului, avem : dc , · · dt ^ * ·*» V - X χ w “ * X * X w *· Această relație arată că energia dată de forța perturbatoare este egală cu variația de energie a sistemului, la care se adaugă cota dc energie disipată drept căldură * - * · * · x * · « * SISTEME ANALOGICE Este demn de remarcat faptul că pentru fiecare sistem mecanic există un circuit simplu electric conform unei ecuații diferențiale identice Astfel, în figura este arătat un circuit ce conține o baterie cu o forță electromotoare Фо, o rezistență J?, o inductanță L și un întrerupător S La închiderea întrerupătorului S funcționarea circuitului este exprimată de ecuația diferențială : I - o» r d/ l * - unde I este intensitatea curentului la un moment dat, adică sarcina electrică ce este dată circuitului pe secundă, astfel că se poate scrie : I = q, iar ecuația diferențială se poate scrie : L*q + R>q = Φο ( } Această ecuație este identică cu cea care exprimă mișcarea unei mase m ce se deplasează într-un mediu víseos sub acțiunea greutății proprii Dacă în momentul inițial l = , nul / = , ecuația diferențială integrată expresia : curentul inițial este ne dă —R Фо R ( ) Fig oslo : mediu că intensitatea curent ului la valoarea , Фо lf= — · H în mod analog, o masă ce se mișcă víseos capătă o viteză finală dată de m j expresia : = -· b Fig Un alt exemplu interesant îl constituie circuitul din figura , constituit dintr-o capacitate C și o inducíanla L La momentul inițial capacitatea posedă o sarcină f/ La închiderea circuitului funcționarea curentului este exprimată de relația : + ( ) cl/ C sau L-q + — = c Soluția generală a acestei ecuații diferențiale este de forma : q = Ct cos ω + ~H C Sili ίΰθ/, V - % - · unde ω = , L · ( ) ; ■ RL-C Pentru determinarea constantelor de integrare se presupune că la momentul inițial t = se cunosc sarcina inițială q și curentul inițial I = = q Rezultă : q = qQ cos ω / sau : q = qQ cos —== l · j/L-C Se poate observa că sarcina electrică oscilează cu o frecvență caracteristică asemănătoare cu oscilația unei mase agățate la capătul unui arc Din analiza celor două exemple de mai sus se pot stabili analogiile electrice ale diferitelor mărimi mecanice Acestea pot fi concentrate și comparate sumar în tabela de mai jos : Mărimi electrice Mărimi mecanice Denumirea Simbol Inductanță Masa m Rezistență R Constanta de amortizare b Reciproca capacității /C Constanta elastică k Sarcina Q Coordonata spațiului X Intensitatea curentului I Viteza æ —- p Tensiunea (voltajul) V Forța F Energia cinetică este exprimată dc relația : ( a) În comparație cu cea cunoscută în mecanică : /·?, =- —m-p O R О cos ω t b Fig Energia potențială este dată de relațiile : ( b) comparată спЕр = -Н' în mecanică Pentru fiecare sistem mecanic se pot găsi exemple care să constituie circuite* electrice analoage cu cele mecanice Astfel, pentru mișcări oscilatorii armonice sub acțiunea unei forțe perturbatoare sinusoidale se poate considera circuitul analog din figura , a, b Funcționarea circuitului electric (fig , a) este exprimată prin ecuația diferențială : L-q + Й-Г/+ — = Eq cos ω/ ( , a) ч s > · · J ' tgy W - Ó) ( ) Я ·ω Impedanțele complexe ale elementelor circuitului sînt : ···· * - ’ ’ - ZL = z -оз -L ; Z¡¡ = R și Zc = —-— = -— , ¿■ω-C ω-C iar căderile de tensiune complexe pentru fiecare element sînt : VL = I-ZL; Vu =I-ZRșî Vc = ÏÆ& ·· x -■·** · · : - · · - - -· - · Tensiunile instantanee reale sînt : ( , a) • e · ( , b) rZ T · rr i ZL = ω·Τ·β și Zc = -e ω -C ( , c) Rezultă că tensiunea în inductor este în fază înaintea curentului cu °, tensiunea în rezistență este în fază cu curentul, iar tensiunea în capacitate este în urmă cu ° Diferența de fază dintre curent și tensiunea perturbatoare este γ determinat mai sus Se pot face analogiile : Z m — І * (jó * ITI f Z = Ь m ( a) impedanța totală este, ca atare : Z b -p ZA ( , b) Rezultă că ecuația diferențială a mișcării oscilatorii amortizate sub acțiunea unei foițe pei turbatori! sinusoidale se poate scrie sub forma : U-Z /r ( ) unde cste expres¡a în eompiex a Гог(еі ăc Deoarece : ( — = Ft și (— m*âc) —Fc sînt forțele de inerție datorită mișcării de transport și forței Coriolis (complementară), relația mai poate fi pusă sub forma : m-ăr =F + Ft + Fc = Fa + F ¡ея + Ft + Fe- ■ Proiectînd această ecuație vectorială pe cele trei axe de referință mobile, se obțin trei ecuații diferențiale scalare care integrate ne permit să stabilim mișcarea relativă a punctului în raport cu sistemul de referință mobil Dacă nu există forțe complementare, Ft + Fc = , ecuația devine : m*ăr => = F Aceasta este posibil numai dacă sistemul mobil de referință este inerțial, adică are o mișcare de translație rectilinie și uniformă față de triedrul de referință fix (ώ = și n = ) în realitate nu există reper fix în natură Ca urmare, calitatea unui sistem de referință de a fi inerțial nu poate fi stabilită decît pe cale experimentală Dacă studiul unei mișcări mecanice în raport cu un anumit reper, cu ajutorul ecuației fundamentale, dă rezultate ce coincid cu experiența, atunci sistemul poate fi considerat inerțial între rezultatele experienței și cele prevăzute de teorie nu poate exista decît o corespondență aproximativă Se consideră că gradul de inerțialitate este cu atît mai corespunzător cu cît erorile ce rezultă pe cale experimentală sînt mai mici Astfel, pentru aproximații de ordinul celei de-a treia cifre semnificative, Pămîntul poate fi considerat ca un reper inerțial * APLICAȚIA = ; = , să se determine ecuațiile para- Un punct material de masă m = kg este acționat, în timpul mișcării sale, de forțe avînd scalarul X = — τ și У = - у Știind că în momentul inițial se găsește în poziția (A) de coordonate x = ; у = , cu viteza inițială de componente vx metrice ale mișcării, traiectoria, viteza, accelerația și raza de curbură în poziția inițială A Rezolvare Ecuația fundamentală a dinamicii carteziene Ox și Oy, conduce la : m*x = X ; m*x = — x ; punctului material, proiectată pe axele Soluțiile acestor ecuații și vitezele respective sînt : x — C\ cos + C sin ; x — — Ci sin / + Ca cos ; y = - y ; У "T" У == У === C cos / -|— C i î> r і — pentru a = ; b = ; c = , expresia devine un moment de inerție mecanic în raport cu planul yoz', este un moment de ordinul al doilea: n Jyoz ~ , ( , b) i=l — pentru a = ; b = ; c = , expresia se numește moment de inerție mecanic centrifugal denumit și moment de deviație al sistemului față de planele yoz și zox Este de asemenea un moment de ordinul al doilea : n Лі, ( , c) = în aplicațiile curente din mecanica tehnică interesează numai momentul de ordin zero, de ordinul întîi și momentele de ordinul doi Momentele de ordin mai mare nu prezintă interes în mecanica tehnică Dacă se consideră sistemul de puncte materiale discrete P¿(m¿) ; (Z = , , , n) și se notează cu Z€(¿ = , , , n) distanțele de la punctele sistemului la un plan (P), la o axă (Δ) sau la un punct , expresia : reprezintă un moment de inerție planar, axial sau polar Dacă se aplică același raționament la un corp solid rigid cuprins în conturul (Q, respectiv domeniul (D), care se împarte într-o infinitate de mase elementare dm aflate la distanțele l de planul P, axa Δ sau punctul , atunci expresia devine : J =» J «dm în funcție de modul cum se măsoară distanța Z, momentele de inerție se numesc : — momente de inerție planare : Jxoy / jnj *, Jyoz — / ,т^*х n ¿ Se observă că momentele de inerție planare, axiale și polare sînt mărimi scalare întotdeauna pozitive, în timp ce momentele de inerție centrifugale sînt mărimi tot scalare ce pot fi însă pozitive, negative sau nule în mod similar se definesc aceleași categorii dc momente de inerție ale suprafețelor plane, în planul xOy : momente de inerție axiale Ix = Jy -dA ; Iv = JxMA ; ( , a) — momente de inerție polare : lv = J(y + x )dA == Jr ‘dA ; ( , b) — moment de inerție centrifugale : lxy — fæ*J/‘dA ( , c) în aplicațiile practice din domeniul mecanicii tehnice este necesar a se folosi relații între diferitele categorii de momente de inerție Astfel, între momentele de inerție planare și cele axiale, stabilite pentru un sistem de puncte sau un corp rigid în raport cu un sistem de referință, se pot stabili relații de genul : n n n Jx = (y?i + z?) = Σ,ηΓ$ + i=l i=l i=l sau : JX e Jxoz “ J%oy Jу ~ Jxoy ~ Jyoz J Jz = J yoz “ Jzoz· în mod similar, se pot obține relații de forma : Este ușor de văzut că se poate obține relația : n n n n Jo = + i/ j + г?) = = , n л η = - l + i) + + æî) + ΣΖΧ· (*® + г/і)]> sau : ( - ) ( - ) ( ) observă Aceste relații sînt valabile și în cazul solidului rigid Legătura dintre momentele de inerție mecanice și cele geometrice» Se că : — momentul de inerție geometric este : I = JZ -dp; — momentul de inerție mecanic este : J = JZ »dm Pentru corpurile omogene : dm = p*dp, unde p este masa specifică Rezultă ca între momentul de inerție mecanic și cel geometric se stabilește relația : J == p · I ( ) Raza de inerție (raza de girație), Expresia momentului de inerție se mai poate pune și sub forma ; Și deci ( , a) r M în mod similar, se pot scrie : Jx = M'ix ; Jv == M*iy ; XOZ M * i% * ( , b) = Μ·ίΐΛ« ; Jxov = Мч| / ; Jÿoz « M-i V , ; Λ = М-ф Lungimea i reprezintă distanța de la plan, axă sau pol pînă la poziția în care trebuie plasat un punct material ce are masa M egală cu masa^corpului solid rigid, astfel ca momentul de inerție al punctului astfel obținut, în raport cu planul, axa sau polul, să fie egal cu momentul de inerție al corpului Raza de inerție (de girație) se măsoară în metri VARIAȚIA MOMENTELOR DE INERȚIE MECANICE ÎN RAPORT CU DIFERITE SISTEME DE REFERINȚĂ în majoritatea aplicațiilor practice în care există corpuri sau sisteme de puncte ce au o mișcare de rotație în jurul unei axe, este necesar să se determine momentul de inerție, față de axa respectivă Forma acestor corpuri este de cele mai multe ori o’ formă geometrică comună, ca, de exemplu, o placă omogenă dreptunghiulară, o bară omogenă de secțiune constantă, o placă omogenă circulară, un cilindru, un con etc Pentru aceste forme de corpuri care se întîlnesc în mod curent, se găsesc în tabele și în memoratoare, gata determinate, expresia momentelor de inerție în raport cu anumite axe, de regulă în raport cu axe ce trec prin centrul de greutate La rezolvarea problemelor este însă necesar să se determine expresia momentelor de inerție în raport cu alte axe, fie paralele cu cele indicate în memoratoarele tehnice, fie înclinate în cele ce urmează se vor determina relațiile ce stabilesc expresiile momentelor de inerție față de un sistem de axe cînd se cunosc momentele de inerție față de alte axe Variația momentelor de inerție mecanice și geometrice în raport cu axe paralele obținute prin translație față de sistemul în raport cu care sînt cunoscute momentele de inerție Formula lui Steiner Se consideră două sisteme de referință : Oxyz și OyX^y^z^ care au axele paralele, iar punctul O are coordonatele a, b, c față de sistemul O xly zl (fig ) Expresia momentului de inerție față de axele Oz și Охэ este : eeaniee și geometrice în raport cu axe Λ = J O + Уг) dm ; J = f?(x | yi) dm (ο ' ή ( ) Fig între aceste două expresii se poate găsi o legătură scriind relația între coordonatele punctului M în cele două sisteme : = æ + a ; ! i=Z/+i> Folosind această relație, se obține : , J» -Í (æj + J/?) dm = '■ (c) T í[(? + a)· + (y + )s] dm = ■ (e) = f (x* + y’) dm - a j x dm + ,+ f Ц dm + (aa + Z>a) J dm ; Λ ·"Λ+ α· α,+ · ν+(ί’·Λί, ( , a) de * S și S sînt momentele statice mecanice ale corpului față de planele ” zOx sbrO/z/iar d = a + b este distanța dintre cele două axe Oz și ^ C ° η caz că centrul de greutate se află pe axa Oz, momentele statice Sx și Sv sînt nule, deoarece avem : Sx = ț x*dm — M*xG și Sv y*ăm == M*yG Rezultă că dacă centrul de greutate se află pe axa Oz atunci expresia momentului de inerție fața de ^ devine : Λχ Jz + mQ-d ( , b) Această relație este cunoscută sub numele de formula lui Steiner în mod asemănător se pot determina relațiile pentru momentele de inerție polaie, centrifugale, planare etc Astfel, în cazul secțiunilor plane, formula lui Steiner se scrie : IZ = Ц + A-d , unde : A este suprafața secțiunii (aria) Joj = Jq + O O * M ; JxiVi — Jхи " ^ b · M ; Jg: o y — Jxoy “ · Af ( , c) Din teorema lui Steiner rezultă cîteva proprietăți importante ale momentului de inerție, stabilite față de sisteme de axe paralele : ) momentul de inerție este minim față de o axă ce trece prin centrul de greutate al sistemului; / ) locul geometric al axelor paralele, față de care momentele de inerție sînt egale, este un cilindru circular a cărui axă de simetrie trece prin centrul de greutate al sistemului și este paralelă cu direcția dată Notînd cu zZ și iz razele de girație, se observă că există relațiile de forma : + d ( ) Variația momentelor de inerție mecanice și geometrice în raport cu o axă oarecare ce trece prin originea sistemului de referință Se consideră un rigid C, constituit dintr-un material omogen și continuu, și un sistem de referință cartezian Oxyz, față de care se presupun cunoscute toate momentele de inerție ale corpului Corpul C poate să se rotească în jurul unei axe Δ ce trece prin origine ; pentru a exprima ecuația de mișcare, este necesar să^se determine momentul de inerție față de axa Δ (fig ) Axa Δ este determinată de versorul ü caracterizat prin cosinusurile sale irectoare : й = cosaci - cos + cosv* c Pentru simplificarea calculelor se utilizează notația ; I = cos a ; m = cos β ; n = cos γ ( , a) Flg Ó Dacă unui punct M al corpului solid rigid C i se atribuie o masă elementară dm, momentul de inerție mecanic față de axa Δ este dat de expresia : =» = fZa-dm, unde : l = MN este distanța de la punct la axa Δ τ Dacă vectorul de poziție al punctului M este f ==x·/ + //* / dis- tanța ON este proiecția vectorului de poziție pe axa Δ și are valoarea : | ON | = ==-=- = a>cos a + u*cos β + zoos γ I« Distanța MN =» I rezultă din relația : MN = OM — ON =« (x +ÿ + z ) — (τ-cos α + y-cos β + ζ -cos γ) Deoarece: cos α^+^cos β]+^οο γ =■ Ig relația se mai poate scrie: MN = Z + cos γ) — (x cos a ~* + y cos β « cos γ) Expresia momentului de inerție al rigidului C în raport cu axa Δ este conform definiției : JA = f[(x + y^+’z ) (cos a + cos β + cos γ) — (x cos a + У cos β " c + z созу) ] ш = cos a f (ÿ + z )dm ) cos β J (τ “ z )dm - + cos γ f (x -ț-'y )dm — cos a cos — cos β cos γ f î/’Z*dm | c sau : JA = Jx cos a + Jv cos • I " Jz cos γ iZXy cos a cos β — Jxz cos a cos γ — Jyz cos β cos γ* ( ) Mărimea momentului de inerție depinde de trei parametri, variabili în funcție de poziția axei, și anume : cos a, cos β, cos γ ; mărimile Jx, Jv, JzV, Jxz, Jyz sînt considerate cunoscute și bine determinate în raport cu iul de referință Oxyz Notînd: Z = cos a ; m = cos β și n =» cos γ, funcția Jу г — θί folosind aceste simplificări, se obține ecuația : xy y X "y o o și rezultă : («Д — λ)[λ care are rădăcinile : y = rezultă ^ — "c — UIII· Direcțiile principale vor fi redate de parametrii directori ai axelor Δχ și ; ținînd seama că JX — pentru axa Δχ : J » — « i’ aa a b și c fiind semiaxcle elipsoidului în cazul unei plăci plane, expresia momentului de inertie în raport cu axă (Δ) înclinată ce trece prin O originea sistemului Oxy, are forma : J t*cos a + Jv‘slnfl a — Jxv*sin a· cos a Expresia elipsei do inerție va fi dc forma : * xjf/ “ /с , dar scrisă în raport cu axele principale dc inerție, capătă forma : У J X» -I- Ja-Ya = C sau : — · Λ X ** Ko = Jr x v-dm = f (r dm) χ vc = Μ·γ„ x vc — fc χ M-ve Ka — rc x M-üc — rc x H ( ) Rezultă că în cazul mișcării de translație a unui sistem de puncte materiale sau al unui rigid momentul cinetic se determină considerînd că toată masa sistemului este concentrată într-un punct în centrul de masă al sistemului și s-ar calcula momentul cinetic al punctului astfel obținut CAZUL MIȘCĂRII DE ROTAȚIE ÎN JURUL UNEI AXE FIXE în acest caz, expresia vitezei unui punct A( oarecare este : ăj ==: cd χ г Dacă se consideră cazul, general, în care vectorul viteză unghiulară si vectorul de poziție sînt exprimați prin : v o) = momentul cinetic al sistemului este dat de relația : X (ω X F)dm ■■ - (f «)r]dzn Efectuînd calculele, rezultă : Xo = J*z* У » ^) Expresia momentului cinetic în raport cu un sistem de referințe fix OXliZ este : Kox = ЕЖ + pi) x т^е + Pi) = ΣΧ X т ^Мі (Ii și Áfr, constituind torsorul ce rezultă din reducerea sistemului în raport cu punctul O) se obține : % dL, =* Λ · df + Я · dÕ ( , b) ire PUTEREA Prin definiție, prin puterea unui sistem care acționează șijpune'în’mișcare un sistem de puncte sau un corp se înțelege lucrul mecanic efectuat în unitatea de timp ; este exprimată prin relația : dL ModÕ di di di ( ) RANDAMENTUL MECANIC într-o mașină, forțele motoare produc lucru mecanic motor Lm, forțele rezistente produc lucru mecanic util Lu — în scopul pentru care a fost construită mașina — și lucrul mecanic pasiv Lv — folosit pentru înfrîngerea frecărilor ( ) Se definește ca randament mecanic, notat cu η, raportul ( ) care este o mărime adimensională, ce ne dă o indicație asupra folosește mașina lucru mecanic motor Știind că : feluluiTcum u ( ) rezultă ^( ) în care φ = — este coeficientul de pierdere Se constată că η = ÿe, toate punctele au aceeași viteză ca manine, direcție și sens Ca atare, expresia energiei cinetice este : — · ГПі-Vț = ( ) Deci : — M · z’J CAZUL MIȘCĂRII DE ROTAȚIE ÎN JURUL UNEI AXE FIXE unui punct oarecare (fig ) este : expresia energiei cinetice a sistemului va fi : H sau : unde s-a notat : reprezentînd momentul de inerție al sistemului de de axă puncte materiale față CAZUL MIȘCĂRII GENERALE Considerînd un sistem de referință fix O^y^ cu originea în , și unul mobil Oxyz cu originea în centrul de masă C al sistemului de puncte materiale sau al corpului solid rigid dar cu axele paralele cu cele fixe (fig ), expresia dată de relația : energiei cinetice este Rezultă : unde : TEOREMELE Fig ( ) GENERALE ALE DINAMICII TEOREMELE IMPULSULUI ÎN DE PUNCTE MATERIALE SAU DE CORPURI CAZUL SISTEMELOR 'i Teorema impulsului Se consideră un sistem de n puncte materiale de mase mi (i = , , —, n) a căror mișcare se stabilește în raport cu un sistem de referință cartezian fix (inerțial) Cantitatea de mișcare (impulsul instantaneu) a sistemului de puncte materiale este dată de relația : H = / ,ΤΠΐ'ΰι Dacă derivăm această relație în raport cu timpul, se obține : - * H = У^,тПіѴі = + Σ/^íne· ( ) ( , a) Se poate ușor observa că forțele interioare sistemului de puncte materiale sînt două cîte două egale și de semn contrar pe același suport și că suma lor este nulă : ( , b) Teorema impulsului se poate deci enunța astfel : că derivata în raport cu timpul a impulsului instantaneu (a cantității de mișcare) a unui sistem de puncte materiale sau a unui rigid, este egală cu suma forțelor exterioare care acționează asupra sistemului studiat , Teorema conservării cantității de mișcare , este evident C, adică impulsul instantaneu sau cau- Dacă rezultanta forțelor exterioare este nulă, adică că avem relațiile deci îl ==' titatea de mișcare a sistemului este constant în timp, adică se conservă în multe aplicații practice, rezultanta forțelor exterioare are nulă numai o componentă după o axă și în acest caz teorema conservării impulsului se aplică pe direcția axei și sc poate scrie sub forma : ZXcrt-O; H«= ; Hx = Μ·υοχ ( ) Valoarea constantei se determină cu ajutorul condițiilor inițiale Teorema mișcării centrului de masa a unui sistem de puncte materiale sau a unui sistem de corpuri Expresia impulsului unui sistem de puncte materiale se poate reda și în funcție de viteza centrului de masă : Η = Τ^,ηΐί*^ = Μ·νΰι Derivata în raport cu timpul a impulsului conduce la relația : = M-vc = Μ·α = ( ) ( ) TEOREMELE MOMENTULUI CINETIC Teorema variației momentului cinetic Pentru un sistem de puncte materiale, momentul cinetic în raport cu un punct fix O este : ( ) Derivînd în raport cu timpul, se obține : Tio —УЗ^» X ~b УЗгj X χ гпі^Ѵі = У г drk + + Fkn-dfk Însumînd toate relațiile corespunzătoare valorilor i = , , n, se deduce n ^mk-âk*dfk = kj* u/ k- ( ) în această relație avem : к * df k = dLext lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare; jtj’df* = dLint lucrul mecanic elementar al forțelor interioare; ^j^k'djc* drk = dE variația energiei cinetice ; deci : dJS «= dLext + dLint ( ) Teorema energiei cinetice se poate enunța astfel : variația energiei cinetice în timpul dt este egală cu lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare plus lucrul mecanic al forțelor interioare efectuat în același timp Lucrul mecanic al forjelor interioare prezintă în anumite cazuri particularitatea de a fi nul ; el poate fi exprimat și sub forma : d^int к + »,)df A unde s-a ținut seama că : jPjt/ = —P jk dz~A; ” ^fc*d/ și î)k — Vj = vki Rezultă că lucrul mecanic elementar dLint = în următoarele cazuri ) fikj == O în cazul în care punctele nu se interacționează ; ) £\j Și Vkj sînt vectori perpendiculari ; ) ykj = viteza relativă dintre puncte sau corpuri este nulă în cazul corpului solid rigid sau a sistemelor de corpuri, forțele interioare sînt două cîte două egale și de semn contrar și deoarece nu există deformaci rezul tă : · , ■ d-f^i/ji θ· Teorema variației energiei cinetice cînd dLint = se exprimă : А- В forțe ext ( ) Conservarea energiei mecanice Se consideră un sistem de puncte materiale A ¿i = , , se numește conservativ dacă forțele sale interioare derivă dintr-o forță ? (ЗД І, , хпупгп), adică : * A— - —* * *· · * · dLint = d U, în acest caz se poate scrie : n) Acest sistem funcție de ( ) iar expresia teoremei Dacă vom denumi int o ] UO’ variației energiei se poate scrie : d(E - U) = dLext drept energie potențială funcția va rezulta : ext· Dacă dLext = se obține : E + V = consta ( ) * · ·* · · * * ~ K *·»*·,· Această relație exprimă tocmai teorema conservării energiei mecanice și se poate enunța sub forma : dacă lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare care lucrează asupra unui sistem conservativ este nul într-o perioadă, atunci energia mecanică a sistemului este conservată în rioadă de timp anumită acea pe- Teorema energiei cinetice în cazul unui sistem de puncte materiale, sau de corpuri, aflat în mișcare relativa fața de centrul de masa al sistemului Considerînd un sistem de referință fix și un sistem mobil Cxÿ£ ce are originea în centrul de masă al sistemului de puncte materiale și axele paralele cu cele ale sistemului fix, se poate scrie față de sistemul de referință fix : dEt «= dLu T( + dLx int, ( ) Ținînd seama de a doua teoremă a lui Koenig pentru determinarea energiei cinetice pentru un sistem ce are o mișcare generală, se poate scrie : dț — Μ-ιή! + Ecj = y^Vd(p +rk) + d(Pc + unde : M este masa întregului sistem ; йс — viteza centrului de masă a sistemului ; — forța exterioară aplicată în punctul Ak; — forța de interacțiune între puncte Ak și Aj ; pe — vectorul de poziție al centrului de masă în raport cu sistemul fix ; fk — vectorul de poziție al punctului Ak față de centrul de masă; Ec — energia cinetică față de centrul de masă Diferențiind și dezvoltînd, se obține : M· vc-ăvc + dEc = + + dpe + ΣΣ^ л; ’df^ Se observă că : ІПЬ APLICAȚIA Rezolvare • df — dLini Se consideră sistemul de corpuri din figura , elementele geometrice fiind cunoscute Să se determine accelerația, tensiunile din fire, reacțiunile din și reacțiunea normală între corpul —· și corpul G • dr* — dL^ adică, teorema variației energiei cinetice se păstrează sub aceeași formă în mișcarea relativă a unui sistem de puncte în raport cu centrul său de masă ca și în raport cu un sistem de referință fix ki — θ· M*vc*dvc = M — dur =y^,Fi;*dpr este lucrul mecanic elementar al forțelor di exterioare stabilit față de sistemul fix ; — lucrul mecanic elementar al forțelor exterioare în mișcarea relativă față de centrul de masă ; — lucrul mecanic elementar al forțelor interioare în mișcarea relativă față de centrul de masă Analizînd și comparînd aceste relații se poate reține că : Se izolează corpurile, fjgurînd forțele ce le acționează, și sc aplică la ficcare corp teorema generală corespunzătoare mișcării salo Fig Astfel : - La corpurile ( * ) în translație, teorema impulsului — =ΣΧ» proiectată pe direcția și în sensul mișcării : — corp ( ) — corp ( ) — La согриГ(З) în rotație, teorema momentului cinetic față de punctul fix Q · proiectată față de axa I pe figură în O ; di — La corpul ( ) în mișcare plană se aplică teorema impulsului sub forma teoremei mișcării centrului de masă și teorema momentului cinetic față de centrul de masă : mâc Rezultă Atașînd relațiile cinematice de legătură dintre variabilele de tip accelerații și exprimîndu-le în funcție de accelerația greutății P, se obține : л « аг= а ; a„ = — «а = ех = — Sa /Г’ Rezultă : P + — + G + — Q τ· Celelalte necunoscute rezultă : « « o ; etc к Pentru determinarea reacțiunilor dinamice din punctul fix O, Η&ι^ , se aplică corpului teorema mișcării centrului de masă m-âc = în care se observă că ă = âQ = O și deci : Vo = Q * Pentru determinarea reacțiunii normale N dintre corpul — și corpul G se aplică teorema impulsului Λ pentru studiul mișcării lui—, pro- d/ / / iectată pe direcția și în sensul mișcării : di ~v ± Rezultă : APLICAȚIA Se dă sistemul de corpuri din figura , în care sînt specificate elementele mecanice și geometrice respective Sistemul este pus în mișcare de cuplul motor de moment Mo Să se determine accelerația greutății P de pe pantă Fig Mo Ϊ Rezolvare Pentru studiul mișcării se folosește teorema energiei cinetice scrisă între două poziții, pentru ansamblul solidificat : unde : Ee — , plecarea fiind din repaus Energia cinetică a sistemului este egală cu suma energiilor cinetice ale corpurilor Astfel : · · >■' л - «f «w Legăturile cinematice între viteze, folosind notațiile din figură și exprimîn-du-le toate în funcție de u, sînt : % Expresia lui E devine : unde prin A s-a notat paranteza mare Lucru mecanic este produs de cuplu Mo, greutățile G și P, forța de frecare pe pantă Astfel : ? ■ L = Mo · θ — G*x — (P sin α + μ · P cos a)x = τ Í — · — — L яа г = χ·Β, · - * * * unde cu В s-a notat paranteza mare Introducînd în expresia teoremei energiei, se obține : t- :·· i" ·■ ' ' ' · » nî — A = B-x · ' p Derivînd în raport cu timpul, rezultă : Deci : ϋ — P(sin α + μ cos a) APLICAȚIA Se consideră sistemul din figura , avînd elementele geometrice date Să se determine accelerația corpului Q Fie Rezolvare Se aplică teorema energiei cinetice scrisă între două poziții, pentru întregul sistem solidificat : o ext· Energia cinetică inițială EQ = pentru că sistemul pornește din repaus Cu notațiile pentru variabilele mișcării din figură, energia sistemului la un moment dat este : Legăturile cinematice între vitezei exprimate toate în funcție de vt sînti ^ B Expresia lui devine : notat conținutul parantezei este produs de P, Mr și Tlt forța de frecare Ff de la baza Lucru mecanic discului neparticipînd la lucru mecanic dat fiindcă calcă în centrul instantaneu de rotație Deci : Cu relațiile de legătură : x — expresia lui L devine : jR r — sin a -cos a · — г Ro г unde prin В s-a notat paranteza Introducînd în expresia teoremei energiei, se obține i Derivînd în raport cu timpul, rezultă : Deci : —- sin o p r> DINAMICA CORPULUI SOLID ÎN ROTATIE ÎN JURUL UNEI AXE FIXE ECUAȚIILE MIȘCĂRII Se consideră un corp solid rigid C (fig ) solidar cu o axă rigidă ' prevăzută în O și ' cu două articulații sferice în care frecarea este considerată neglijabilă Se presupune că asupra corpului solid rigid acționează un sistem de forțe oarecare, care redus în raport cu punctul O poate fi înlocuit cu un torsor format din rezultanta R și momentul Mo Se alege un sistem de referință fix Ox^^ și un sistem de referință mobil Oxyz, astfel ca axele Oz și Ozt să se confunde, iar unghiul χβχ — și centrul de masă G al solidului să se afle în planul Oxz (fig ) Articulațiile sferice din O și O' se înlocuiesc cu două forțe de legătură necunoscute, a căror expresie este : Й' =Rx-i + R'y-j + R,-kț R" + Rÿô + Rz-k ( , a) Torsorul de reducere în raport cu originea este format din : Й = Rx-î + Rv-j + Rz-k ; Mt = Μχ·ϊ+[My·] + Mz-k ( , b) Vectorul de poziție al centrului de masă față de sistemul mobil este : OG = f = α·ϊ + c-к Viteza centrului'de~masă este : de Vq = a -j di • ‘ a Accelerația centrului de masă este : d i d V aG = a ] — al - ·ι — ·· dP l di J Fig Fig L Folosind teorema mișcării centrului de masă se pot scrie ecuațiile : « f dO V di da di» — m · a (I) V ( ) ( ) rz + r, + r; = ț · "*· În baza^,teoremei momentului cinetic se pot scrie relațiile : ‘ ■ · · =Mo + ÕÕ' x îi" Expresia derivatei vectorului moment cinetic sistemul de referință fix este : · А 'Μ · * * • ' т - în baza teoremei energiei cinetice se poate scrie : • i dE = dLext ; sau : T /л ='M -dO; și deci : ( ) timpul și cu ( ) о pot scrie, ( ) ( ) ( ) ( ) deci, sub ( ) ^dí di ( ) momentului Mz*dQ = J »e»dO, adică : Мя => /,·ε, aceasta fiind tocmai ultima ecuație obținută în baza teoremei cinetic în baza teoremelor generale s-a obținut un număr de șase ecuații în care apar șapte necunoscute : R'x, R'a) R' — - evident că în sistemul dat există o legătură de sistem se denumește sistem hypershttlc ( ) Este y, R'¿, R'„ Rÿ Și () =α I r în plus (suplimentară) Ùn astfel Я*Д?Г *> héJTt * Т? т ·*? -uífamiarrWM клгт* ~ ¿Г- *ТТ?L^ t Γι/ΤΙΓίΖ ' :'^пУ?-?гУу~ Dacă se înlocuiește una din cele două articulații sferice cu una cilindrică (care se înlocuiește cu două reacțiuni necunoscute) sistemul devine rezolvabil avînd șase ecuații cu șase necunoscute Un astfel de sistem poartă numele de sistem isostatic ECHILIBRUL STATIC Șl DINAMIC Componentele rcacțiunilor ce se pot stabili din ecuațiile — pot căpăta valori remarcabil de mari dacă viteza unghiulară de rotație este mare a) Echilibrajui static are drept scop aducerea centrului de masă pe axa de rotație în acest fel accelerația centrului de masă este nulă și, aplicînd teorema mișcării centrului de masă în raport cu sistemul de referință fix, se obține : b) Echilibraj ui dinamic constă în alegerea axei de rotație Oz astfel ca să fie axa principală de inerție în acest fel momentele de inerție centrifugale Jxz și Jyz sînt nule Aplicînd teorema momentului cinetic se obțin relațiile : - ·Κ = ; My + Ζ·Λ" = ; ( ') (δ') ( ) Mz = Jzz (θ') Se poate ușor vedea că dacă s-a realizat echilibrul static și cel dina: de reacțiunile suporților asupra axei de rotație a solidului sînt aceleași în echilibru ca si în stare de mișcare > DINAMICA RIGIDULUI CU UN PUNCT FIX ECUAȚIILE DE MIȘCARE Se ia în considerație un corp solid rigid de masă m ce are un punct fix și este acționat de un sistem de forțe oarecare Fâ, ,F„ ce au drept rezultantă forța F — Σ^'ί (^β· ) Obiectul studiului, în acest caz, constă în determinarea ecuațiilor de mișcare și a reacțiunii R' ce apare în punctul fix de legătură Ox Pentru studiul mișcării se alege ca sistem de referință triedrul Oxyz mobil legat de corp ale cărui axe sînt tocmai axele principale de inerție în raport cu punctul Oi fix care coincidi cu punctul O — Mecanica și rezistența materialelor od G Fig în raport cu acest sistem de referință mobil, momentul cinetic este dat de expresia : Momentul rezultant al forțelor exterioare în raport cu punctul O are expresia de forma : M> = Mx-i + Mv-j + Мг-к ( ) Derivata momentului cinetic în raport cu sistemul de referință fix este : Teorema momentului cinetic proiectată pe cele trei axe ne conduce la ecuațiile lui Euler pentru rigidul cu un punct fix : i · I ω = f (î), iar acestea, integrate, conduc în final la legea de mișcare, sub forma : Ψ = Ψ( ; φ ='φ( ; ѳ = θ( - Integrarea sistemului de ecuații ce formează ecuațiile lui Euler este destul de dificil de realizat Ea a fost efectuată numai pentru cîteva cazuri particulare, și anume : a) Cazul Euler-Poinsot în acest caz, torsorul forțelor exterioare constă dintr-o forță al cărei suport trece prin punctul fix O, adică avem : A?o = sau Mx = My — Мг = Se poate considera deci un corp solid rigid greu suspendat în centrul său de greutate și neîncărcat cu alte sarcini & b) Cazul Lagrange-Poisson în acest caz, elipsoidul de inerție relativ la punctul fix O este un elipsoid de rotație față dc axa Oz, adică avem : J — J iar centrul de greutate se află pe axa acestui elipsoid Corpul este supus numai acțiunii greutății sale c) Cazul Sofia Koualevskaia în acest caz, elipsoidul de inerție în raport cu punctul fix O este un elipsoid de rotație față de axa Oz și avem deci · J — J, iar centrul de greutate se află în planul ecuatorial al elipsoidului de inerție Corpul este supus numai acțiunii greutății sale Pentru acest caz se face, de regula, ipoteza · J\ ·Ε / , caic constituie o particularitate interesantă CALCULUL REACȚIUNILOR Teorema impulsului este H = ¿ ,Fext = R' + F, unde R' este reacțiunea, iar F este rezultanta forțelor exterioare ; vectorul H fiind definit în raport cu sistemul de referință mobil, derivata sa față de sistemul fix în raport cu timpul este : Rezultă : R' = —F + η? (ε X fc) + ηθ[ω X (ω X %)] ( ) ( ) CAZUL EULER-POINSOT în acest caz s-a considerat că sistemul de forțe ce acționează asupra rigidului cu punct fix se reduce la o forță rezultantă ce trece prin punctul fix Rezultă deci : Mo = , sau : Mx = My — Mz — Ecuațiile lui Euler capătă forma : — J ) = ; soluție particulară este : ωχ = ω = const ; ων = ωζ = Rezultă că rigidul se rotește uniform în jurul axei Ox și că vectorul ω este constant ca modul și direcție față de sistemul fix, precum și față de sistemul mobil Aceasta înseamnă că axa de rotație este o dreaptă fixă în spațiu și este o axă permanentă de rotație Această axă este axa principală de inerție față de care momentul este maxim sau minim Ținînd seama că Mo = , se poate scrie lucrul mecanic elementar : dL = M *d = sau : dL = ăE = Rezultă : ·"· " ■■ ' ·(· ■-■ * :· ·■-/ - ■ ~ ' - * E + Λ'ων + Λ·ω ) = const sau : + Τ ·ω* + ·ω = E == const ( ) în concluzie, se poate reține observația că în cazul Euler-Poinsot mișcarea se face păstrîndu-se energia cinetică constantă Teorema momentului cinetic conduce la a scrie : Ro — cxt = ; deci : Ko = = const (modul constant și direcție fixă) Rezultă : Kg « C sau : + Jg’tog + |·ω§ = const ( ) în concluzie, se poate reține că în cazul Euler-Poinsot mișcarea se face păstrîndu-se momentul cinetic constant Folosind expresiile pentru energia cinetică și pentru momentul cinetic și încă una din ecuațiile lui Eulcr, se obține un sistem de ecuații care permite o cale mai ușoară de integrare, și anume : + ·ω = Z¿’ ; J ¡· ^ + |== Kg ; Η* ω«'ω«(Α — Λ) = · ( ) Acest sistem este echivalent cu sistemul format de ecuațiile lui Eulcr Necunoscutele sînt ω τ, ω;/, ω (vitezele unghiulare funcții de timp) Pentru simplificare se poate face ipoteza : Ji > Λ > Λ· ( ) înmulțind prima ecuație din sistem cu (-J ) și adunînd cu a doua se obține : ω^( ΐ —J,-J ) + ω ( | = J J ) = (д-з E J ) ( ) Se utilizează notația : J —Ji-Ja = a ; J -J -J =b ; K - E-JZ= I ■ ·| /(« · - ω’)(β“ ~ ω·) ( ) unde s-a notat : ( ) β Se poate ușor observa din expresiile obținute pentru și ωζ, că pentru ca acestea să aibă valori reale, trebuie să avem : Oy β și că rezultă : ( ) ω£ л Λ·Χ + J -ÿ + J ·- = Ε scalar cu ω direcția vec- ( , a) Această expresie poartă numele de elipsoidul energetic sau elipsoidul lui Poinsol, deoarece ea poate fi interpretată ca fiind ecuația unui elipsoid Se poate ușor observa că elipsoidul de inerție are o expresie asemănătoare, și anume : Л«х + Л- Ѵ + = · ( ) Rezultă că cei doi elipsoizi sînt similari, adică concentrici și omofocali Folosind expresia momentului cinetic Xo și înmulțindu- se obține : Κ ·ω = + ·ω£ + ·ω| = Ε = const Rezultă că proiecția vectorului viteză unghiulară ω pe torului moment cinetic KQ este o constantă, deoarece : ώ 'Ko E —— = —z— = const |i Jx- Axele Oxyz sînt și axe principale de inerție, astfel că Jz, Jv, Jz devin momente principale de inerție și se poate scrie : cl — > · Se disting două categorii de giroscop, și anume : — giroscop centrat, caracterizat prin faptul că punctul de suspensie coincide cu centrul de greutate (fig , a) ; — giroscopul necentrat — denumit și giroscop greu — caracterizat prin faptul că punctul fix O nu coincide cu centrul de greutate, dar se află pe axa de simetrie (fig , b) Fig Giroscopul centrat este un caz particular al cazului Euler-Poinsot, iar, giroscopul necentrat este un caz particular al cazului Lagrange-Poisson GIROSCOPUL CENTRAT în acest caz (fig , d), suspensia în centrul de greutate se realizează printr-o „suspensie cardanică“ care dă posibilitatea corpului să se rotească chiar și simultan în jurul a trei axe concurente în punctul O care coincide cu centrul de greutate, axele fiind ortogonale între ele și în același timp axe principale de inerție în cazul giroscopului centrat, singura forță ce acționează este greutatea corpului și, ca atare, momentul rezultant al forțelor față de punctul fix este nul Se poate deci scrie : Mx = My = M = ; Ά — «Jo Și J'Z > JL' Ecuațiile lui Euler devin : "T J\¿) — Observ înd că J\ — J = , din a treia ecuație se obține : ε = și deci ωζ = const = ω Rezultă : ( ) dcùy ( ) Din prima ecuație se obține : ά ω d/ ω dZ ( ) din această ecuație se determină - —— și se introduce în a doua ecuație a sis-dZ ternului ; se obține : ά ωχ di unde s-a notat : o η ί ω® сох ·cù% "— sau - dZ ( ) Soluția generală a de ordinul II este : acestei ecuații diferențiale liniare cu coeficienți constanți = C\ cos pl d- Ca sin pi I Introducine! această valoare în prima ecuație a sistemului, se obține expresia lui τ și prezintă următoarele caracteristici : de timp ; de timp, cu perioadă mică ; expresia perioadei T = —— = π P (J J ι)ωο în cazul giroscopului ω este foarte mare și J > Jx ; se poate deduce că valorile lui T rezultă a fi mici Se poate deci constata că axa giroscopului păstrează o poziție stabilă, apropiată de poziția inițială ( ) Efectul giroscopic Pentru a scoate în evidență acest fenomen, se consideră un giroscop centrat, care se rotește în jurul unei axe principale centrale, de inerție, care se consideră drept axa Oz (fig ) Așa cum s-a arătat, mișcarea giroscopului are în acest caz un caracter de stabilitate mare astfel că vectorul moment cinetic în raport cu punctul O se păstrează constant ca mărime și direcție, axa Oz fiind o axă stabilă de rotație a giroscopului Dacă asupra giroscopului se acționează cu o forță F pe o direcție paralelă cu axa Ox, se constată că giroscopul se înclină către axa Oy în fapt, forța F produce, în raport cu punctul fix O, un moment MQ care are direcția axei Oy Acest moment produce o variație a momentului cinetic, care devine : Suportul vectorului K'o constituie noua axă de rotație a giroscopului, care este înclinată față de cea inițiala cu ύψ, și se caracterizează printr-o accentuată stabilitate Deoarece : — — sau : ci/ dl ων о Fig Deci : Fenomenul giroscopic (cuplul giroscopic) Forța gravitațională G acționează în punctul C aflat pe axa de simetrie Oz care este și axă principală centrală de inerție față de care momentul de inerție este J î și anume : J > Jt Momentul forței G în raport cu punctul fix O este A e (fig ) și produce o variație d/? a momentului cinetic astfel că axa sensul variației dl ІП^ Uh Sin f) Fig И Expresiile accelerațiilor unghiulare sînt deci : ω, sin -COS φ· φ εν α ΐύν ο>ι se poate folosi relația aproximativa pentru cuplul giroscopic : MIȘCAREA GENERALĂ A RIGIDULUI / ECUAȚIILE DE MIȘCARE ÎN CAZUL UNUI CORP SOLID RIGID LIBER Se consideră un corp solid rigid care are o mișcare generală, a cărui masă este M și care are drept axe principale centrale axele Gx, Gy, Gz în raport cu care se cunosc momentele de inertie principale centrale Jx, Jy, Jz Pentru studiul mișcării se utilizează un sistem de referință fix O-^xyj^ față de care centrul dc masă G este determinat prin vectorul de poziție OG Punctul G arc la un moment dat coordonatele xG, yG, zG Se folosește, de asemenea sistemul Gx'y'z' ce arc originea în G și axele mereu paralele cu axele sistemului fix ΟχΧ^ yl și Poziția sistemului mobil Gxyz față de Gx'y'z' este precizată prin unghiurile lui Euler Considerind că se cunosc forțele exterioare ce acționează asupra corpului solid rigid și condițiile inițiale, se studiază mișcarea corpului solid rigid Pentru a efectua un studiu asupra mișcării generale, se procedează la descompunerea acestei mișcări în două mișcări componente simple, și anume : — o mișcare, de translație, cu viteza și accelerația centrului de masă G ca și cum toată masa corpului ar fi concentrată într-un punct în centrul de masă și asupra lui ar acționa rezultanta sistemului de forțe exterioare ce acționează asupra întregului corp ; — o mișcare de rotație în jurul unei axe mobile ce trece prin centrul de masă, ca și cum punctul G ar fi fix Conform teoremelor generale pentru prima mișcare, se poate scrie : M'fG sau : M-yG=^Y; M-zG =^ /Z ( ) Aceste ecuații sînt raportate la sistemul fix Pentru a doua mișcare se pot scrie relațiile : Mx ; z ( ) aceste ecuații sînt raportate la sistemul Gxyz mobil Pentru studiul mișcării generale se dispune deci de un sistem de șase ecuații diferențiale, care integrate conduc la douăsprezece constante de integrare ce se pot determina dacă se cunosc parametri corespunzători poziției corpului la un moment dat, de regulă corespunzători poziției inițiale córemele generale ale dinamicii aplicate în cazul solidului liber permit a se scrie relațiile ; — Kq «= ( , a) Se obține un sistem dc O ecuații diferențiale a căror soluționare duce la determinarea legilor de mișcare Aceste două teoreme pot fi scrise concentrat transformîndu-le în teorema rsorului Se poate scrie : unde : v c ext este torsorul cinetic al solidului ; — torsorul forțelor exterioare ECUAȚIILE DE MIȘCARE ALE CORPULUI SOLID RIGID SUPUS LA LEGĂTURI Un corp liber are șase grade de libertate Dacă se consideră un corp de forma unei sfere care se plasează pe un plan orizontal Oxy, atunci sfera va poseda cinci grade de libertate, astfel că poziția sa este determinată de coordonatele x, у și cele trei unghiuri ale lui Euler Dacă se consideră un corp solid rigid cu un punct fix, poziția sa este determinată prin cele trei unghiuri Euler și deci corpul are trei grade de libertate Asupra corpului supus la legături acționează un sistem de forțe format din forțele date (active) și forțele de legătură exterioare Teoremele fundamentale ale mecanicii se pot scrie sub forma : leg ( ) τf act care permite formarea a șase ecuații scalare și, dacă numărul de grade de libertate n ă Este necesar să se determine vitezele și v' ale celor două sfere după ciocnire Problema se poate rezolva aplicînd teorema impulsului mai întîi întregului sistem și apoi fiecărui corp în parte Se observă că : suma percuțiilor exterioare aplicate sistemului format din cele două bile pe direcția OLO , ce unește linia centrelor, este nulă și că, prin urmare, impulsul sistemului pe această direcție este conservativ și deci : h - a, = o ' % Ж * * В i f * ▼ j > C ¿ в W ^ * j φ J ! F r * r M ¿ w ’ Ъ V > Ж Impulsul total al sistemului pe direcția ОѴО în momentul dinainte de ciocnire este egal cu impulsul total pe aceeași direcție în momentul ce urmează imediat după ciocnire, adică : mx- + m - v mÂ· + m * u ( ) Fig Fig G Pentru a stabili o a doua ecuație necesară pentru determinarea necunoscutelor v[ și î? , este necesar să se facă o analiză mai amănunțită a fenomenului ciocnirii Din această analiză rezultă clar că este strict necesar să se renunțe la ipoteza simplificatoare enunțată încă la începutul cursului că avem în considerare corpuri solid rigide și să ținem seama de realitate, în sensul că în timpul ciocnirii corpurile se deformează sub acțiunea percuțiilor de interacțiune Fenomenul de ciocnire se produce într-un timp foarte scurt care este logic și necesar să se împartă în două faze, și anume : — o prima fază, denumită fază de comprimare, se caracterizează prin faptul ca la început vitezele sînt diferite și ă și că în timpul acestei faze corpurile se comprimă pînă la sfîrșitul ei cînd amîndouă corpurile ajung la aceiași viteza comună Û în prima fază, între cele două bile sferice acționează o percuție de interacțiune Pc care produce mereu comprimarea celor două bile Pentru simplificarea calculelor se poate admite că această percuție Pc este constantă în tot timpul acestei faze ; — o a doua fază, denumită fază de destindere, în care cele două corpuri au la început aceeași viteză și apoi ele se destind pînă în momentul în care se despart și au vitezele v[ și ¿Ç în tot timpul acestei faze percuția de legătură (de interacțiune) Pd, numită percuția din faza de destindere, este considerată, pentru simplificare, constantă în prima fază sferele se comprimă atît timp cît viteza punctului OL va fi mai mare decît viteza punctului O , adică pînă la egalarea celor două viteze, în a doua fază, viteza lui continuă să scadă de la mărimea ü pînă la vv iar viteza lui O crește de la mărimea й pînă la v Percuția de interacțiune Pc în faza de comprimare se poate stabili consi-derînd separat fiecare sferă în parte (fig ) și ținînd seama de principiul acțiunii și reacțiunii ; se obține : Pc = — — wx) = zn (u — p ) ( ) în această ecuație, necunoscuta este viteza comună a celor două sfere la sfîrșitul primei faze Din aceste relații se obțin : -Ü! + m -p ( ) în faza de destindere (de relaxare) expresia percuției de destindere Pa se poate obține considerînd, de asemenea, separat fiecare sferă în parte și se obțin, în mod asemănător : ; · * r Ì I Pd — — — u) = m (z? — u) ; ( ) din care rezultă : m j * «i m · PÍ și Pd nii d- ♦zna(p>/ — pb -f» rn ( ) Modul în care se desfășoară procesul de comprimare și de destindere al sferelor reflectă caracteristica deformării și ea este bine reprezentată prin raportul dintre mărimile percuțiilor, adică : A· = JX ( ) Pi — Pg Acest, raport poartă numele de coeficient de restituire sau de coeficient de elasticitate Uneori se mai utilizează și denumirea de coeficient de ciocnire Valoarea acestui coeficient de restituire poate fi determinată pc cale, experimentală sau este considerată cunoscută Problema ciocnirii centrico a două sfere conduce astfel la rezolvarea a două ecuații : = m Pi — Pa ( ) Rezolvînd sistemul, se obține : » pu ma «h \Taloarea coeficientului de restituire к este cuprinsă între și Dacă avem к = , atunci Pc = Pd ; percuția din faza de comprimare este egală cu cea din faza de destindere și ciocnirea este perfect elastică Dacă avem к = , atunci rezultă Pd = ; corpurile rămîn lipite între ele după ciocnire — ciocnirea este plastică Dacă deformate și face numai ·; restituirea percuției se parțial, corpurile revin numai parțial din deformație în acest se numește ciocnire naturală caz ciocnirea VARIAȚIA ENERGIEI CINETICE - · · ****', v- % i ч ' ț * ·> ’ O problemă importantă în ciocnire o prezintă pierderea de energie cinetică în timpul desfășurării ciocnirii Dacă se notează cu : — ΔΕ pierderea de energie cinetică a sistemului ; — Ex energia cinetică a sistemului după ciocnire ; — Eo energia cinetică a sistemului înainte de ciocnire, se poate scrie relația ; ΔΕ «Eo - A, ( ) sau : ΔΕ « Í — ~ m# · ρ« — * ( ) ) \ Ă I I Folosind expresiile , expresia pierderii de energic cinetică prin ciocnire devine : ' ΔΕ =— ( - /с ) (vi - * ( ) (ль H- znn) Se poale remarca ușor, în cazul ciocnirii elastice, că atunci cînd к = , avem ΔΕ = , deci nu avem pierderi de energie cinetică în cazul ciocnirii plastice, к = deci avem pierdere de energie, și anume : ( ) în cazul ciocnirii naturale ', corpul are înainte de ciocnire viteza unghiulară ω, iar după ciocnire ω', problema care se pune, este de a determina vitezele celor două corpuri după ciocnire Asupra sistemului format de bila sferică și corp acționează ca percuții exterioare numai cele de legătură în punctele de prindere în axa de rotație, care trec prin această axă Este evident că suma momentului percuțiilor exterioare față de axa de rotație pentru întregul sistem este nulă și în baza teoremei variației momentului cinetic sé poate scrie : li = , MlÎt = , sau Κι —Ka = "/k, Mf zi = , sau Ao = Cext = , sau : ■ : ·ω + ιη·υ· = Jo- τ = pit -|- Pla -|- P X = — — ω)ζ/σ ; ( ) APy = “ “ Piy “ “ Pay — M*xG((^i — ω) ; H ^[•'Гд * Ру Ул*Р х] — ¿(ω tà)Jxz yz “ Μωι — Jyz, Jz sînt momente de inerție Aceste ecuații reprezintă un sistem de șase ecuații scalare în care apar necunoscutele : ωχ ; Pix ; Din rezolvarea acestui sistem se poate obține : ’Pу Ул’ Ρχ Se observă că rămîn nedeterminate componentele percuțiilor de legătură după axa Oz : Plz și P Z Această nedeterminare se poate elimina dacă se ține seama de elementele elastice ale axului O problemă care interesează foarte mult în aplicațiile practice o constituie cazul în care aplicînd percuția P într-un punct oarecare A, percuțiile de legătură sînt nule, adică : Pi = ; P = ; sau : Pix — P\y — Plz — P‘ZX — P%y — Pîz — θ· Introducînd aceste condiții în ecuațiile stabilite în baza teoremelor generale, se obține : Хл = Л ; zA = £i ( ) Μ -χυ M 'XG Pentru ca percuțiile de legătură să fie nule, este deci necesar ca : a) percuția P ce se aplică corpului C trebuie să fie perpendiculară pe planul Oxz determinat de axa de rotație și centrul de masă al corpului ; b) axa de rotație trebuie să fie o axă principală de inerție ; c) percuția trebuie să fie perpendiculară pe axa de rotație ; d) percuția trebuie aplicată în centrul de percuție do coordonate : il г ~ Jял ¡CA æ ; ZA » - M 'Xq M ‘Xq APLICAȚIA Corpul I de greutate G după ce străbate cu frecarea μ = — distanța zlB == ,b m, ciocnește plastic în B, corpul (II) de greutate G ce stătea în repaus Să se determine: ) viteza comună după ciocnirea în В ; ) unde atinge solul în cădere liberă, cunoscînd pe /i = m ; ) viteza la atingerea solului ; ) viteza după ciocnirea solului, cu coeficient k¡ = — ; ) unde atinge a doua oară solul I m) Fig Rezolvare Pe porțiunea AB se aplică teorema energiei pentru sfera AB i m-vB -iti*Vq = — μ-m· g-l Deci : = — μ-sH- Înlocuind în cifre (și luînd g = m/s ), rezultă : în B este o ciocnire dreaptă între două sfere ; scriind conservarea impulsului și relația coeficientului k, se obține : de unde : vB= u'B și v'B = — = m/s Pe porțiunea BC se face studiul mișcării după parabolă, pentru care se scriu ecuațiile parametrice (sistem cu originea în B) : = = ", deci : x = m Viteza în C se poate obține prin derivarea ecuațiilor parametrice : с= д/d m/s Studiul ciocnirii în C este al unei ciocniri oblice cu o suprafață fixa Deci : = Vx = P/j = m/s componentă neinfluențată de ciocnire; > pv = « =^— m/s componentă influențată de ciocnire, l Deci : ac = \/ Distanța nouă de cădere, CD, se determină prin scrierea ecuațiilor parametrice, în sistemul cu originea în C : xc = vx-i = ; lJc — —~~ = θ ; tc = l,z și deci : xc = CD = m APLICAȚIA Să se determine viteza inițială vQ cu care trebuie să pornească sfera de masă m, pentru ca după ce parcurge-AB = l, cu frecare μ, α = °, ciocnind plastic în В bara verticală de masă m și de lungime l, ce stătea în repaus, ansamblul acestora să se oprească în poziție orizontală (fig ) Rezolvare Pe porțiunea AB se aplică teorema energiei cinetice pentru sferă: — m-v¿ -in-vl = — (m·# sin α + μ·/η· # cos a)Z Ciocnirea din B este între o sferă și un corp în rotație; scriind teorema momentului cinetic față de O, se elimină percuțiile interioare din В și exterioare din O Ciocnirea fiind oblică, participă componenta normală vn Astfel, din relațiile : " A Fiii Ι ·ω + m-vn- B = = Ι ·ω' + m-v'n- B, к = Β'ω' ~ — ΟΒ *cù* — conservarea momentului cinetic — legea coeficientului к ținînd seama că : со —· ; T m * * I‘-~ P/) "" Pfl’cos = —~ si к = rezultă : e» , tn-r » , i - , III ·■ l *=* -—— > III * l>№’ / î l>№ /· » de unde : După ciocnirea plastică sfera rămîne atașată burei, Iar luisambliil pleacii cu viteza inițială ω' din poziția vert icală și so oprește in poziția orizont allí Sc scrie teorema energiei între, aceste două poziții : de unde : ω'* ELEMENTE DE MECANICĂ ANALITICA — ni ‘fí'lt GENERALITĂȚI •x, -X · - în mecanica newtoniană clasică s-a studiat mișcarea folosind metoda vectorială, condițiile de echilibru și de mișcare ale corpurilor materiale sub acțiunea sistemelor de forțe La baza acestui studiu a stat ecuația fundamentală a mecanicii : F == m-Л respectiv·—· (zn-F) =P, ( ) completată, în cazul corpurilor ce au o mișcare de rotație în jurul unei axe, cu relația ce derivă dealtfel din ecuația fundamentală : Σ ^ο X respectiv ( ) Aceste ecuații diferențiale raportate la axe de coordonate (carteziene» polare etc ) în spațiul fizic euclidian reflectă, prin expresia lor matematică, fenomene fizice, reale, Metoda de calcul vectorial folosită, bazată pe ecuația fundamentală a mecanicii, respectiv pe teoremele generale alo dinamicii, nu prezintă un caracter de generalitate a problemei k ··’ - -· Marii matematicieni și fizicieni ai secolului al XVIII-lea și-au propus să determine criterii generale, pe cîl posibil universale, care să ofere disciplinei mecanicii un caracter de știință universală Acest deziderat a fost expus ca sistem matematic unitar și eficient, de către J» L Lagrange, în cartea sa „Mécanique analytique" Mecanica analitică prezintă avantajul că dă posibilitatea extinderii cîm-pului de investigație al fenomenelor, în afara fenomenelor mecanice la fenomene fizice care pot fi modelate după cele mecanice Din punct de vedere matematic, metoda analitică este mai cuprinzătoare și mai uniformă, pcrmițînd o eficiență sporită în aplicarea sistemelor de ecuații diferențiale ale mecanicii și scoaterea în evidență a proprietăților deosebit de interesante și utile ale acestor ecuații sau sisteme de ecuații diferențiale Desigur, că la numele marelui matematician J L Lagrange trebuie să asociem toată pleiada de savanți care au pus temelia mecanicii analitice Astfel, este cazul să se rețină numele marelui matematician W R Hamilton ( ) care a reușit să stabilească proprietăți analitice importante pentru integrarea sistemelor de ecuații diferențiale ale mecanicii De asemenea, P L N de Maupertuis ( ) s-a consacrat în istoria științelor prin formularea unui principiu variațional care a permis ca apoi Louis de Broglie ( ) să creeze o nouă disciplină, și anume mecanica ondulatorie Desigur că în fruntea lucrărilor care au pus bazele disciplinei mecanicii analitice trebuie să avem în vedere pe cele elaborate de K F Gauss, H Hertz, L Euler, A M Liapunov, care au dezvoltat metodele de integrare ale ecuațiilor mecanicii, principiul variațional corespunzător etc în cadrul mecanicii analitice un loc de frunte îl ocupă principiul lui d'Alembert ce poartă numele marelui matematician francez care l-a enunțat COORDONATE GENERALIZATE Coordonatele generalizate ale unui sistem mecanic sînt parametrii independenți qx, g , , qn care determină complet configurația sistemului, adică poziția tuturor punctelor sale în raport cu sistemul de referință ales Coordonatele generalizate posedă caracterul analitic, abstract al unor parametri generali și nu pe cel fizic al celor din geometria euclidiană în cele ce urmează se va considera numai cazul sistemelor materiale cu un număr finit de puncte materiale sau, mai precis, cu un număr finit de grade de libertate Dacă se consideră un sistem de puncte materiale format dintr-un număr mare N, dar finit de puncte materiale, acestea au într-un sistem de coordonate carteziene în spațiul euclidian coordonatele z/i} și masele mP Poziția acestor puncte ar putea fi determinată și de un număr de parametri ql q>¿, ·, qni față de sistemul de referință Se admite că este posibil să avem n = N parametri și că aceștia pot fi legați de coordonatele carteziene prin relații de forma : X/ = Ά > ; q *, t); (i = , N) ( Л З) zi = , · , ff * · Aceste funcții se presupun continue și derivabile și cu determinantul funcțional diferit de zero Aceasta înseamnă că este posibil oricînd să se inverseze sistemul, adică să se determine parametrii ç‘ în funcție de coordonatele xt, yt, z( Rezultă o corespondență biunivocă Parametrii qr (r = , , N) ce permit stabilirea configurației sistemului,* poartă numele de coordonate generalizate sau coordonate lagrangeiene Ele sînt funcții continue și derivabile în raport cu timpul Expresiile lor pot fi scrise sub forma : și reprezintă ecuațiile de mișcare ale unui punct în spațiul R ii Mărimile q pol fi considerate drept componente contravariante ale unui vector de poziție în spațiul jR jV Vitezele generalizate ale sistemului sînt derivatele totale în raport cu timpul ale coordonatelor generalizate ale sistemului Ele au expresia : (f =i, , , V) ( ) dZ Numărul gradelor de libertate ale unui sistem mecanic este numărul s de mișcări independente posibile ale sistemului Starea unui sistem dinamic este determinată prin poziția (configurația) si starea de mișcare în momentul trecerii prin poziția specificată și este exprimată printr-un element de forma : în felul acesta se poate imagina un spațiu fictiv care are x îV dimensiuni și în care un punct figurativ să reprezinte în orice moment starea sistemului dinamic Acest spațiu poartă numele de spațiul stărilor sau spațiul fazelor și are ІѴ dimensiuni ; este un spațiu afin deoarece are diferite unități de măsură pentru diferiți parametri LEGĂTURI DEPLASĂRI Un sistem de puncte materiale este alcătuit, de regulă, dintr-un număr mare, dar finit de particule materiale între care pot exista anumite legături de interacțiune, dintre care unele pot fi de constrìngere datorită unor eventuale forțe de legătură Legaturile, din punct de vedere analitic, se împart în : a) legături olonome ; b) legături neolonome în același timp se disting legături reonome și legături scleronome Legăturile pot fi fără frecare sau cu frecare în mecanica analitică se iau în considerare numai legăturile fără frecare care se pot exprima cu ajutorul unor relații matematice Se disting, de asemenea, legături unilaterale și legături bilaterale; primele impun restricția intr-un singur sens, iar celelalte o impun în ambele sensuri Legăturile unilaterale se exprimă printr-o inecuație de forma : f(?i V» , > ; Qi» · · · > Viii ^ ; У» , Qb Qzi · · ·> = θ* Pentru definirea legăturilor scleronome, reonome, olonome sau neolo-nome se ia în considerare numai cazul legăturilor bilaterale Legăturile scleronome se caracterizează prin faptul că nu depind explicit de timp și au deci forma : , Zïæ, У, ) = ; f(qL, q ¿, , qn) = ( ) Ele constituie cazul suprafețelor sau curbelor fixe Cuvîntul scleronom provine de la cuvîntul grecesc scleros care arată că este vorba de un corp dur imobil — Legăturile olonome se caracterizează prin faptul că în expresia lor matematică nu apar derivatele lui x, y, z adică componentele vitezei sau accelerației Aceste legături au expresii de forma : f(x, y, z) = sau f(x, y, z, i) = ( ) — Legăturile neolonome se caracterizează prin faptul că în expresia lor matematică apar componentele vitezei (x, y, z) și accelerației (x, y, z) Se disting : ® legături olonome de speța întîia, în care apar numai componentele vitezei, astfel că au expresia : f(x, y, z, X, y, z, t) = ; ( ) · © legături olonome de speța a doua în care apar explicit și componentele accelerației, și au forma : f(x, y, z, x, y, z, x, y, z, Z)= ( ) O formă mai cuprinzătoare a expresiei legăturilor o constituie expresia matematică a legăturii denumită forma Pfaff : ξ-dx + η ·α?/ + ζ-dz + τ-d/ = ; ( ) în această formă, componentele vitezei figurează liniar și omogen, coeficienții ξ, η, ζ, τ fiind funcții de x, y, z și /, iar dx, dy, d¿ reprezintă componentele deplasării reale df, iar dt timpul în care are loc această deplasare Dacă în relația ce exprimă forma Pfaff τ ψ , atunci legătura este reo-nomă, iar dacă τ — atunci legătura este scleronomă Dacă pentru expresia Pfaff nu se găsește nici o combinație integrabilă, se spune că legătura este neolonomă Legătura este olonomă dacă forma Pfaff poate fi adusă sub forma unei diferențiale totale exacte sau dacă multiplicată cu un factor integrant devine o diferențială totală exactă, adică poate fi adusă la forma : —- di; +-^ da +-^ ck = , ( ) Sx Sy Sz St care poate li integrată și se obține : φ( τ, y, z, Г) ~ ( ) Deplasări Efectul de mișcare mecanică se reduce, în final, la deplasările punctelor materiale din care este consti Inii sistemul studiai în desfășurarea mecanicii analitice se disting două feluri de deplasări : deplasări virtuale (închipuite) și deplasări reale (posibile) — Deplasările realesau posibile sînt în strictă conformitate cu legile dinamice ale mișcării, adică ele apar atunci cînd sistemul care are la timpul ly o anumită configurație, evoluează și se tranforma pînă în momentul -f- di într-o altă configurație " în cazul punctului material liber, deplasarea elementară realizată în timpul elementar di are componentele dx, ây, dz, arbitrare în cazul punctului material supus la legături sau al sistemelor de puncte materiale, deplasările trebuie să satisfacă anumite restricții, deplasările posibile avînd componentele : , N) ( ) — Deplasări virtuale O deplasare virtuală presupune transpunerea unui sistem de puncte materiale dintr-o anumită configurație într-o altă configurație infinitezimal vecină, fără a ține seama de timp Punctele sistemului suferă o deplasare spontană independentă de timp Pentru a deosebi deplasarea virtuală de cea reală, se folosește, pentru cea virtuală, notația : , δζ, =-^-S ft(î =i> , , N) ( ) I dqk dq,: dqk · ’ * Numărul de grade de libertate al unui sistem mecanic este numărul s de mișcări independente posibile ale sitemului Teoremă Pentru un sistem olonom, numărul minim al gradelor de libertate este egal cu numărul coordonatelor generalizate independente Se consideră un sistem de puncte materiale (a\, yi ¿), (z = A ) supus la m relații de legătură olonome exprimate prin relații de forma : Фг(хі, ir, z{, Г) = , (r = , , , m), ( Л ) ce au deplasări reale date de relații de forma : ~dA'i + -~d//i+ ~-Чкг-|-¿^d/==° ; У i г?= = Zi(q'\ I) (г - , , ЗА) (J ) în acest mod, problema studiului mișcării este rezolvată dacă se pol stabili și integra n ecuații diferențiale de ordinul al doilea din care să se obțină cele în total n coordonate de forma : r = Qrv> Çv*c ti) == , n), ( ) adică funcții de timp șt de constantele ce rezultă din condițiile particulare (de regulă cele inițiale) Rezultă astfel că prin relațiile ( ) se deduc, cunoscînd n parametri q, valorile a n coordonate τ, y, z și apoi, folosind cele m relații de mobilitate olonome în funcție de celelalte n variabile, se determină și cele i\ — n = m coordonate, astfel că se obține un sistem material perfect determinat Prin definiție, prin numărul d? grade de libertate ale unui sistem mecanic se înțelege numărul posibil de mișcări independente ale sistemului în cazul sistemului olonom, numărul gradelor de libertate este tocmai cel al coordonatelor generalizate ale sistemului în cazul sistemului neolonom se scade numărul de legături neolonome impuse sistemului în cele ce urmează se vor lua în considerare numai sisteme olonome Dacă numărul de grade deliberiate ale sistemului este n = , sistemul se denumește cu legături complete Relațiile de permutabilii ate pentru deplasări Se consideră un sistem olonom exprimat prin relații de forma : qr = qr(t, q, c , , c w) (r == , , , n) Dacă se aplică acestui sistem o deplasare virtuală infinitezimală çr, se obține : Л * q{ = Qr( + Sgr(r = >· · ·, n)· Această relație exprimă reprezentarea unei curbe învecinate și apropiate de cea din care s-a plecat și constituie o traiectorie cinematic posibilă și compatibilă cu legăturile Evident că la această variație a deplasărilor va corespunde și o variație a vitezelor generalizate : çj qr = δ âG — iiind accelerația centrului maselor Momentul rezultant al forțelor de inerție (cuplul de inerție) rezult ă din expresia : X (—nirdfc) î'je X ΠΊρ — \ Г jt X nijt* Pjt· ^ » · · ♦ > ? unde : ( = , , , η) ( ) Deplasarea virtuală a acestui punct (considerînd t =[const ) este : h Expresia vitezei se obține derivînd vectorul de poziție fs în raport cu timpul, prin intermediul coordonatelor generalizate, astfel că se obține : ( b) Din combinarea principiul lui d’Alembert cu principiul deplasărilor virtuale a rezultat expresia : n -ms-ãs) rs = s=l Introducînd expresia deplasărilor virtuale δ/% de mai sus, se obține : n h ( , ) Dacă se dă factor comun se poate inversa ordinea de însumare și se poate scrie : ( ) Această expresie se poale scrie desfășurat n tl astfel : crs Я dqt în această expresie ql q , f qh sînt diferite de zero și independente între ele Se deduce că este necesar și suficient ca, coeficienții (parantezele) să fie egali cu zero Rezultă un sistem de h ecuații, de forma : = , unde (fc = , a?* Această relație poate fi scrisă și sub forma : n n Ems'ăs— — (unde fc = dq* ' bqk s— s= din dreapta egalității de mai sus reprezintă tocmai forța generali- ( ) Partea zată Qk : Se poate scrie, ca urmare : s h η ¿ , η э Qk, unde (fc = , Aceste speța I Partea ecuații sînt cunoscute din stìnga se poate n эг« =y Jq* L· D d im * ~~~ ms—— ût ț d?A sub numele de ecuațiile lui Lagrange de transforma convenabil, după cum urmează : n £ di dii, di lì d X di / n ¿ir, V —, - X йдг L· di ¿)r n m de I Această relație se poate transforma dacă se observă că : «r, Я # Λ deoarece qk și sînt independente între ele De asemenea, se poate observa că : ( f dr$ Ì ( / V ¿tfkj ^Qk Folosind aceste observații, se obține : Ținînd seama de expresia energiei cinetice : n ~ ' s=l Se obține : — Æ) £ = ρ^ (unde; /■ = , , λ) ( ) d/ ț çt J ê Qi» a> · · ·» л> » iar^funcția de forța U este d¿ forma : U = U (qk,» » », qh, L) Rezultă că funcția lui Lagrange depinde de coordonatele generalizate qk, de ^ìtezele genera ízate qk și de timpul t : L = L · » qki Qi· · · Ç/ · Se osserva că : dL dE dqk dqk в astfel că ecuațiile lui Lagrange devin : — pí-i - — = (unde к = , , h) ( ) ¿ qk Ecuațiile lui Lagrange reprezintă un sistem de h ecuații diferențiale de ordinul II în raport cu funcțiile qk (coordonatele generalizate) și prin rezolvarea acestui sistem de ecuații se ajunge la soluții unice avîndu-se în vedere condițiile particulare (inițiale) referitoare la pozițiile (qk) și vitezele ( r = = Ș ~ m'r *θ· ( ) Prima expresie Pr = тт este impulsul punctului, este momentul cinetic în raport cu originea Mărimea : dL к == —~ dqk poartă numele de impuls generalizat și poate fi i cinetic sau o mărime mai generală fără a se face o distincție între ele Ecuațiile : un impuls, un moment se mai pot pune și sub forma : p* (unde : к = , , /і), dqk dqk și reprezintă un sistem dc / ecuații diferențiale de ordinul doi ( ) V K &USfe J r Ί— V ț *V v 'v >· T ѴѴЛ ··,;Ъ; МЧ;ІѴ u\ ’'á‘ ItóaLriU л >?'?;· V Г/ г ^?*·* ■ -· · ; - Z -V Vr ‘¥ ·- * • ί ζ ■ -'¿нг·' kq -Л’іЛ '■ ; »’ e - >» Μ ч k (L ' di t)L di ôî МЖТЕЗВ Ж* dL de undo rezultă ; h A JL di IC dL о к* ( Л ) Funcția L a lui Lagrange do l'orma ; depinde de coordonatele generalizate, do vitezele generalizate și Derivata totală a acestei funcții în raport cu timpul esto ; η h dj^ c V~\ ¿)L di / / dL - i/λ О? к £L ОІ do timpul L Rezullă că relația ( Л ) so mai ponto serio sub forma : dar : dL Й » astfel că se mai poate scrie : dL di dL dt ( Л ) d di z / ¿ * dL Dacă βΐ di > relația ( / ) dovine; di dL dt și rezultă : rt ( ) Funcția II este o integrală primă și este egală cu o constantă Această funcție poartă numele de funcția lui НаіпШоп în cazul legăturilor scleronome, funcția lui Hamilton reprezintă energia mecanică totală a sistemului în cazul legăturilor scleronome, energia cinetică este o formă pătratică în viteze generalizate qk Sc poate observa că : ȘL tiu ai? , (W дл ti» ti к Sq„ deoarece : J^ = , d - (Jk Z / Bq* k=l k= de unde rezultă o altă formă a expresiei ( ) funcției lui Hamilton H = E - L = E - (E?+[t ) =E-U=E + V= Cia ( ) ( ) Rezultă că funcția H a lui Hamilton este egală cu o constantă și este egală cu suma dintre energia cinetică și energia potențială, adică energia mecanică totală a sistemului de puncte materiale Ecuațiile canonice ale lui Hamilton Ecuațiile lui Lagrange constituie un sistem de h ecuații diferențiale de ordinul II care reprezintă mișcarea unui sistem de n puncte materiale supuse unor legături olonome și reonome cu h grade de libertate Deoarece uneori rezolvarea unui astfel de sistem de ecuații diferențiale reprezintă dificultăți, Hamilton a imaginat un procedeu de reducere a ordinului acestor ecuații diferențiale, adică de formare a unui sistem echivalent de Λ ecuații diferențiale de ordinul I care, evident, este mult mai ușor de rezolvat Pornind de la expresiile definite pentru impulsurile generalizate : P* = (unde к = , , , h), êqt care reprezintă un sistem de Λ ecuații diferențiale în variabilele Pk și și introducîndu-le în ecuațiile lui Lagrange, se obține : ( ) Rezultă un sistem de Λ ecuații diferențiale de ordinul întîi dat de relațiile : >k =^"(UndC k = ’···’ ( ) în realitate și acest sistem de Л ecuații diferențiale de ordinul I prezintă dificultăți de rezolvare Hamilton a imaginat un mod de a obține un sistem mai simplu de ecuații diferențiale cunoscute sub numele de ecuațiile canonice ^* ale lui Hamilton Pentru aceasta, în funcția lui Hamilton a înlocuit vitezele generalizate (g ç , л) în funcție de coordonatele generalizate (д э ? >···> de impulsurile generalizate (Px, P , Ph) și de timpul t In acest mod funcția lui Hamilton devine o funcție de coordonate generalizate și de timpul t in acest scop se rezolvă sistemul : * =— (unde к = , și se deduce : Λ ( * · · · Л’ ^ · · О* ( ) Ecuațiile canonice ale lui Hamilton sînt de două tipuri : Primul tip de ecuații canonice se obține derivînd parțial funcția H în raport cn cîte unul din impulsurile generalizate P( Se obține : și se obține : дн d dPt ~ dPi Pk*Qk -^( ι··· λ> ι· Se observ că : dH ¿>P =■ ·> л> i> Astfel că se obține al doilea tip de ecuații : ал — Pț (unde i == , , ( ) Pentru obținerea celor două tipuri de ecuații s-a considerat că variabilele k și qk sînt independente, iar qk este o funcție de forma : qk = Qk (Qi«**Qa> -Pj···» P/p · Ecuațiile canonice ale lui Hamilton formează un sistem de h ecuații diferențiale de ordinul cu Λ variabile ce se pot scrie concentrat sub forma : дн dP g de Ia scripetele mobil Fig Grupînd termenii, rezultă : Rezolvare Sistemul are două grade de libertate ; se vor alege două coordonate generalizate Și ultima fiind coordonată relativă Energia cinetică a sistemului este : m · ? — ηι·χ Pentru calculul termenului Astfel : Qk se folosește formula δ£ζ О δχ δτ WP· Se calculează termenii ecuațiilor lui Lagrange : ЗЕ —— — — ηι·χ, χγ дхг дх Ecuațiile Lagrange дх sînt : · æi “I ni · xa = m · g Rezolvînd sistemul se obține : — О* REZISTENȚA MATERIALELOR IPOTEZE Șl CONCEPTE FUNDAMENTALE ALE REZISTENȚEI MATERIALELOR MODELAREA CORPURILOR DEFORMABILE Materialele utilizate în practica inginerească sînt deformabile Sub acțiunea sarcinilor exterioare, particulele care le compun își modifică poziția relativă, ceea ce duce la modificarea formei și dimensiunilor pieselor și structurilor Rezistența materialelor urmărește stabilirea unor relații între sarcinile exterioare aplicate corpurilor reale deformabile, pe de o parte, și eforturile interioare și deformatine produse de acestea, pe de altă parte Pe baza acestor relații, se poate face dimensionarea organelor de mașini și a elementelor de construcții, astfel îneît să reziste în bune condiții sarcinilor la care sînt supuse în timpul funcționării în rezolvarea problemelor, structura reală este înlocuită printr-un model mecanic simplificat In acest scop, se adoptă ipoteze simplificatoare privind : ) caracterul și distribuția sarcinilor aplicate ; ) forma și dimensiunile elementelor componente ; ) proprietățile fizico-mecanice ale materialelor Clasificarea sarcinilor Sarcinile exterioare aplicate corpurilor sînt rezultatul interacțiunii mecanice sau al acțiunii unor cîmpuri (magnetic, gravitațional etc ) Se disting : — forțe concentrate (P în fig ), care se măsoară în unități de forță (N, daN) ; — sarcini distribuite pe un element liniar (q în fig ), care se măsoară N daN în— sau și sarcini distribuite pe o suprafață (p în fig ) m cm măsoară în unități] de presiune Í Pa, —, -da—, se numește moment încovoietor și se notează Míy (La fel Μίζ = M(z) Ea este egală cu suma momentelor forțelor și a cuplurilor ce acționează asupra părții din stìnga a barei, calculate în raport cu axa Oy (respectiv Oz) Momentele și J/Ιξ, notate în general produc îndoirea (încovoierea) barei (fig , e) Rezultă că, utilizînd metoda secțiunilor, se pun în evidență componentele torsorului de reducere a forțelor interioare în centrul de greutate al secțiunii transversale, denumite generic eforturi Relațiile ( ) exprimă dependența eforturilor secționate de sarcinile exterioare aplicate barei în rezistența materialelor se calculează variația eforturilor în lungul axei barelor și se reprezintă grafic sub forma unor diagrame de eforturi La bare de secțiune constantă, acestea permit stabilirea secțiunii periculoase, adică a secțiunii în care solicitarea este maximă Desigur, trebuie avut îu vedere ей eforturile secționai»; sînt mărimi convenționale, introduse pentru simplificarea calculelor, în realitate, forțele interioare sc exercită pe toată suprafața secțiunii transversale, nu numai în centrul de greutate al acesteia, fiind distribuite continuu, ceea ce impune introducerea altor mărimi fizice care să caracterizeze interacțiunea dintre particulele unui corp deforinabil solicitat mecanic EFORTURI UNITARE După cum s-a arătat, pentru a caracteriza solicitarea din interiorul unui corp elastic, determinată de aplicarea unor sarcini exterioare, se secționează corpul (fig , a) și prin separarea celor două părți, se pun în evidentă forjele interioare, care exprimă legătura între particulele din interiorul corpului, situate de o parte și de cealaltă a planului de secționare (fig, b) Fie un element de suprafață ΔΑ, din planul secțiunii (fig , c), în al căi ui centru de greu ta te se aplică forța Δ /»', rezultanta forțelor interioare ce acționează pe acest element, care în general este oblică față de elem-mentul ΔΑ Raportul ΔΓ ΔΛ ( ) se numește efort unitar mediu, reprezentînd valoarea medie a forțelor interioare ce acționează pe unitatea de suprafață a secțiunii La limită, cînd ΔΛ -> , se obține : AF dF p = hm —= — ΔΛ-> AA dA ( ) care reprezintă valoarea efortului unitar într-un punct Fig Eforturile unitare, denumite și tensiuni, sînt mărimi tensoriale, depinzînd atît de valoarea forței elementare cLf’, cit și de orientarea normalei ri la suprafața dA Se descompune &F în două componente, Δί’η — de-a lungul normalei la suprafață și AjP» — în planul'suprafeței Se definesc două tipuri de eforturi unitare» și anume : — eforturi unitare normale : σ = Hm = ; ( ) ΔΑ-» ΔΑ dA perpendiculare pe planul secțiunii transversale ; — eforturi unitare tangențiale : τ = lim , ( ) ΔΑ-> ΔΑ dA / situate în planul secțiunii transversale (fig , d) Este evidentă relația p = σ + τ Eforturile unitare se măsoară în , —, Pa sau Eforturile uni- fl tare normale σ pot fi comparate cu presiunea de la fluide, iar cele tangențiale τ — cu frecările ce apar, în cazul mișcării relative a două corpuri, în planul de separație O problemă centrală a rezistenței materialelor este stabilirea legii de distribuție a eforturilor unitare pe secțiunea transversală a unei bare și determinarea valorii acestora în funcție de sarcinile exterioare aplicate barei Se pot stabili relații de legătură între eforturile unitare ce acționează pe o secțiune și eforturile secționale Se consideră un element de suprafață infinitezimal dA într-un punct M, situat pe dA, acționează efortul unitar normal ax și efortul unitar tangențial τ care se descompune în componentele τνχ și τζ* paralele cu axele de coordonate (fig ) Pe elementul de suprafață dA acționează forțele elementare σ^-dA, τζχ·άΑ și τνχ·&Α Astfel de forțe elementare sînt distribuite pe toată suprafața secțiunii Reducîndu-le în centrul de greutate al acesteia se obțin relațiile de echivalență între eforturi și eforturi unitare : N Miy yx * d A , / Miz ( ) * Indicele efortului unitar normal σ corespunde axei după care acesta este dirijat ; primul indice al efortului unitar tangențial τ corespunde axei cu care acesta este paralel» iar al doilea indice, axei normale la secțiune, Fig DEFORMAȚII SPECIFICE Se consideră un corp deformatul, rezemat astfel încît să nu se poată deplasa ca un corp rigid (fig ) în acest caz, deplasările punctelor materiale din corp vor fi provocate numai de deformațiile ce apar sub efectul sarcinilor exterioare aplicate a) Lungirea specifică Fie punctele В și C, situate la distanța l în corpul elastic nedeformat (fig ) După aplicarea sarcinilor exterioare, corpul se deformează, punctul В deplasîndu-se în B', iar C în Cr ; distanța între cele două puncte devine V Diferența între lungimea finală V și cea inițială l a segmentului considerat se numește lungire: ΔΙ = ' - Z Raportul dintre lungirea ΔΖ și lungimea inițială l se numește lungire specifică medie : em=^Ț· ( } ( ) La limită, cînd l , se obține lungirea în punctul B, pe direcția BC : · ΔΖ ε£σ = hm - z->o I în general, lungirea în punctul B, pe altă direcție, este diferită Lungirile sînt produse de eforturile unitare normale σ și determină modificarea volumului corpului b) Lunecarea specifică Fie unghiulTdrept format de segmentele ÕD și ÕÊ în corpul elastic nedeformat (fig ) După aplicarea sarcinilor exterioare, punctele se deplasează iar unghiul considerat devine ІУ(УЕ' Unghiul γm, care măsoară variația unghiului de ° în urma corpului, se numește lunecare medie : deformatici ym = DOE - D'O'E' ( ) La limită, cînd segmentele OD -> О ; OE -> , sc obține (unghiul de) lunecarea specifică în punctul O, în planul DOE ; = Hm (DOE - DW) ( ) OD-» OjE-* Lunecările sînt produse de eforturile unitare tangențiale și determină modificarea formei corpului RELAȚIA ÎNTRE EFORTURI UNITARE Șl DEFORMAȚII SPECIFICE între cele două tipuri de mărimi fizice fundamentale ale rezistenței materialelor — eforturile unitare și deformabile specifice — există relații „cauză efect“ care se determină experimental, prin încercarea materialelor la diferite solicitări Pentru stabilirea relației între eforturile unitare normale σ' și lungirile specifice ε, se face încercarea la tracțiune (conform STAS - ) Se utilizează o epruvetă, avînd forma din figura , la care se cunoaște aria secțiunii transversale Ao în porțiunea centrală și pe care se marchează două repere la distanța Lo Epruvetă se montează într-o mașină de încercat la tracțiune, cu ajutorul căreia se aplică pe direcția axei longitudinale o forță de întindere F, care crește continuu pînă se produce ruperea epruvetei Concomitent se măsoară distanța între repere L, respectiv lungirea epruvetei AL = L — Lo Dacă se reprezintă grafic variația lungirii AL în funcție de forța de întindere F, se obține o diagramă care depinde însă de dimensiunile epruvetei, deci nu caracterizează materialul Dacă se reprezintă grafic dependența între efortul unitar normal σ = — și lungirea specifică ε = —, se obține curba caracteristică a materialului Pentru un oțel moale, cu conținut redus de carbon, aceasta are forma din figura Se disting cîteva puncte importante ale căror ordonate definesc unele caracteristici mecanice ale materialului Fig Fig a) Limita de proporționalitate σρ (ordonata punctului Λ) este valoarea efortului unitar pînă la care relația între σ și ε este liniară Ecuația porțiunii OA a curbei caracteristice se poate scrie sub forma : σ == Ε·ε, [( ) unde constanta E este modulul de elasticitate [longitudinal al materialului (modulul lui Young) Relația ( ) exprimă legea lui Нооке pentru solicitări prin eforturi unitare normale Pentru oțel, Ε = , · daN/cm , b) Limita de elasticitate ve (ordonata punctului B) este valoarea efortului unitar pînă la care materialul se comportă elastic (după descărcare revine la dimensiunile inițiale) c) Limita de curgere (aparentă) ac (ordonata punctului C) este valoarea efortului unitar la care epruveta începe să se deformeze apreciabil sub sarcină constantă Porțiunea CC' a curbei caracteristice se numește palier de curgere La unele materiale, palierul de curgere nu există, curba caracteristică avînd alura din figura Se definește o limită de curgere convențională σ > Aceasta reprezintă valoarea efortului unitar căreia îi corespunde, după descărcarea epruvetei, o deformație specifică remanentă de , % d) Rezistența la rupere ar (ordonata punctului D din fig ) este valoarea maximă a efortului unitar înregistrat în timpul încercării Porțiunea C'D a curbei caracteristice se numește zonă de întărire Punctul E marchează ruperea epruvetei Aparent, ruperea se produce la o valoare a efortului unitar inferioară rezistenței la rupere Aceasta se da-torește faptului că se trasează o curbă caracteristică convențională, calculînd efortul unitar prin împărțirea forței F la aria inițială a secțiunii transversale Cînd forța se apropie de valoarea corespunzătoare punctului D, într-un loc al epruvetei apare o gîtuire, reprezentată în figura , care devine tot mai pronunțată pînă se produce ruperea Aria secțiunii transversale scăzînd, efortul unitar real în secțiunea de rupere crește peste valoarea convențională Ce ( ) unde cc este coeficientul de siguranță față de curgere, iar cr — coeficientul de siguranță față de rupere Cu cît ipotezele de calcul sînt mai apropiate de realitate, sarcinile sînt evaluate mai corect, iar proprietățile materialelor sînt cunoscute mai bine, cu atît coeficienții de siguranță se aleg mai mici, și — corespunzător — rezistențele admisibile mai mari Metoda de calcul pe baza rezistențelor admisibile este larg utilizată în construcția de mașini, unde apar frecvent probleme dinamice și modelele de calcul sînt mai greu de conceput La calculul construcțiilor este mai larg răspîndită metoda capacității portante (metoda stării limită) LEGĂTURA REZISTENȚEI MATERIALELOR CU ALTE DISCIPLINE în rezistența materialelor și teoria elasticității se studiază corpurile solicitate în limitele comportării elastice, deci la eforturi unitare inferioare limitei de elasticitate a materialelor Rezistența materialelor este o disciplină tehnică, în care se utilizează ipoteze simplificatoare suplimentare față de teoria elasticității, în vederea stabilirii unor relații simple pentru dimensionarea pieselor și calculul deformațiilor acestora (de exemplu, ipoteza secțiunii plane — Ia bare, ipoteza normalei rectilinii — la plăci etc ) în teoria plasticității se studiază comportarea corpurilor solicitate peste limita de elasticitate, caz în care apar deformații permanente și tensiuni remanente în teoria viscoelasticității se studiază comportarea materialelor cu proprietăți mecanice dependente de timp, solicitate la eforturi unitare relativ mici Reologia este disciplina în cadrul căreia se studiază materialele elasto-visco-plastice, cu proprietăți dependente atît de timp cît și de intensitatea solicitării Dacă rezistența materialelor se ocupă, în special, de studiul barelor și al sistemelor de bare, teoria plăcilor plane și curbe studiază elementele cu suprafață mediană, elaborînd modele de calcul în funcție de grosimea plăcii și de forma suprafeței mediane Teoria învelișurilor și teoria barelor cu pereți subțiri s-au dezvoltat ca domenii de frontieră, cu metode proprii de calcul în teoria stabilității elastice se calculează sarcinile critice de flambaj ale diferitelor elemente de construcții, bare, plăci, învelișuri, determi nîndu-se condițiile de pierdere a stabilității formei în teoria, vibrațiilor mecanice se studiază mișcările de corp elastic ale pieselor de mașini și elementelor de structură, sub acțiunea solicitărilor dinamice, caz în care este necesară luarea în considerație a forțelor de inerție DIAGRAME DE EFORTURI ÎN BARE După cum s-a arătat în § , una din problemele principale ale Rezistenței materialelor este determinarea variației eforturilor în lungul barelor Reprezentarea grafică a acestei variații se face prin diagrame de eforturi DIAGRAME DE EFORTURI LA BARE DREPTE Eforturile în secțiunile transversale ale barelor au fost definite în § Pentru construcția diagramelor de eforturi sînt necesare : ) o convenție de semne privind sensul pozitiv al eforturilor ; ) o convenție de semne privind sensul pozitiv al axelor diagramelor de eforturi și ) relațiile diferențiale între ■eforturi Pentru început, se vor considera bare drepte, solicitate de forțe cuprinse într-un plan care conține axa barei, respectiv de momente avînd vectorul perpendicular pe acest plan CONVENȚIA DE SEMNE PRIVIND SENSUL POZITIV AL EFORTURILOR Forțele axiale N se consideră pozitive (fig , a) cînd produc întindere Forțele tăietoare T se consideră pozitive (fig , i) cînd produc o lunecare similară unei rotiri în sensul acelor ceasului Momentele încovoietoare M se consideră pozitive cînd produc întinderea fibrelor inferioare ale barei (fig , c) Sarcina distribuită p este pozitivă cînd acționează ca în figura , d unde s-au sintetizat convențiile de semne pe ambele fețe ale unei secțiuni CONVENȚIA PRIVIND AXELE DIAGRAMELOR DE EFORTURI Diagramele forțelor Axiale (fig , d) și forțelor tăietoare (fig , b) se reprezintă cu axa ordonatelor pozitivă în sus, în timp ce diagrama momentelor încovoietoare (fig , c) se reprezintă cu axa ordonatelor pozitivă în jos (de partea fibrelor întinse) RELAȚII DIFERENȚIALE INTRE EFORTURI LA BARE DREPTE Fie un element de lungime dx, detașat dintr-o bară solicitată prin sarcini perpendiculare pe axă (fig ) Lungimea dx fiind foarte mică, sarcina p se consideră uniform distribuită în secțiunile din capete acționează efor- P Fig О*- У Fig turile indicate în figură, reprezentînd acțiunea părților de bară adiacente, asupra elementului respectiv Ecuațiile de echilibru ale forțelor vor fi : ¡V + dN - N = ; T — p-dx - (T + dT) = , iar ecuația de momente față de punctul L : Fig M + T-drr - p-dx — — (M + dM) = ; după reduceri și neglijarea infiniților mici de ordin superior ecuațiile demai sus se scriu : sau N = const ; dT dx dM dx Relațiile ( ) și ( ), cunoscute sub numele de relații diferențiale între eforturi, conduc la o altă relație între momentul încovoietor și sarcina distribuită : daM Pe baza acestor relații se stabilesc reguli general valabile, utile la construcția diagramelor de eforturi la bare drepte a) Pe porțiunile de bară nesolicitate (p = ), forța tăietoare este constantă, iar momentul încovoietor variază liniar b) Pe porțiunile de bară solicitate cu sarcini uniform distribuite (p==const ), forța tăietoare variază liniar, iar momentul încovoietor variază parabolic c) Diagrama de forțe tăietoare are salturi în dreptul forțelor concentrate, iar diagrama momentelor încovoietoare — în dreptul cuplurilor concentrate d) Diagrama momentelor încovoietoare are valori extreme în secțiunile în care forța tăietoare se anulează ' e) Pe porțiunile de bară unde forța tăietoare este pozitivă (negativă) mo- I mentul încovoietor crește (scade) ? CONSTRUCJIA DIAGRAMELOR DE FORȚE TĂIETOARE Șl DE MOMENTE ÎNCOVOIETOARE a) Bară simplu rezemată, încărcată cu o forță concentrată (fig ) Din ecuațiile de echilibru rezultă reacțiunile : Forța tăietoare este constantă pe cele două porțiuni în secțiunea , în diagrama T apare un salt egal cu P Momentul încovoietor are valorile : Mr - ; Mz = a ; M = și variază liniar pe cele două porțiuni : p J) = Vx-x = — x, Mz s=Vz-x' = ^-x' Valoarea maximă Mmax = apare în secțiunea unde curba forței i tăietoare intersectează axa absciselor FiK Fig ’ SiSTir i -, ή h '-кШ '""l *V ^ NUixilTM- ru i b) Bară simplu rezemată, încărcată cu sarcină uniform distribuită (Sia io ra mijlocul porțmnn - Din ecuațiile de echilibru se calculează reaețXiu V\ — , (¡r-Z ; v « , /^Ze în punctul Í, forța tăietoare este : fiind constanta pe porțiunea = , Pe porțiunea — , într-o secțiune oarecare x, forța tăietoare este : — Tx ~ ,Î q-l — q-x Forța tăietoare x = , l față de Momentul încovoietor variază liniar pe porțiunea — , avînd la capete valorile: ' = ; M — Vjl’ , l = , цФОДІ = , q* l Pe porțiunea — , momentul încovoietor variază parabolic avînd expresia : se anulează (T = ) în punctul d, situat la distanța secțiunea în secțiunea x q -x în secțiunea se obține valoarea maximă : Mmax = , q-l-o, — ±( , l) = , q-l c) Bară simplu rezemată, solicitată de un cuplu concentrat (fig , ) Reac-țiunile sînt : Forța tăietoare este constantă în lungul barei : Momentul încovoietor variază liniar : z;· M = în punctul apare un salt egal cu Jit, valorile în secțiunile adiacente fiind — : Л/ JH — ■ d) Bară în consolă încărcată cu for(ă concentratăși sarcină distribuită (Îi* Reacțiunile din încastrare (sînt Vj => , q-l și == , gdȘ ' & I ' — Mecanica șl rezistența materialelor — cd, ‘ - · — Mb Fig Fig Forța tăietoare este constantă pe porțiunea — : T - = — θ> q-l, și are un salt egal cu q-l în secțiunea , scăzînd apoi liniar la zero Momentul încovoietor în încastrare este Мг == — , q-l , pe porțiunea — , variază liniar pînă la M — w * -in vnm în punctul I Pentru calculul reacțiunilor, se aplicată la distanța stìnga (în centrul scăzînd apoi parabolic la zero ej Bară simplu rezemată, încărcată cu sarcină triunghiulară (fig ) înlocuiește sarcina distribuită cu o forță ’ ( ' concentrată -, de reazemul din greutate al triunghiului) Se obține : V — — · V == — · ” ’ V = de în secțiunea x, intensitatea sarcinii dis-tribuite este : Fig iar momentul încovoietor este : L Anulînd expresia forței tăietoare, se obține abscisa l л X = —: in care / maximă Mmax momentul încovoietor are valoarea -* - - ! · / “ DIAGRAMA FORȚELOR AXIALE Pentru bara din figura , a, solicitată de forțe dirijate în lungul axei barei, se calculează forța axială pe fiecare porțiune : A i = P ; Af = P ; A' = P ; = — P, și se construiește diagrama de eforturi din figura b ținînd cont de convențiile de semne o APLICAȚIA Se cere să se construiască diagramele T și M la bara din figura Rezolvare Beacțiunile sînt : V\ = N ; V = N Forțele tăietoare au valorile: T = N ; T Pentru T = se obține x = —m =- ( — x)N ; Momentele încovoietoare au valorile : Μ ε == , N*m ; M +s = — , N-m; M = - N-m; = , N-m Rezultă I Mmax | = , N*m DIAGRAME DE EFORTURI LA BARE COTITE Barele cotite și cadrele sînt formate din mai multe bare drepte, legate prin noduri rigide Nodurile rigide realizează legături care mențin unghiul dintre axele barelor concurente în nod și după aplicarea solicitării Pentru construcția diagramelor de eforturi trebuie precizat, pentru fiecare bară componentă, sensul pozitiv al axei x în cele ce urmează se consideră bare cotite solicitate de sarcini coplanare Fie bara cotită din figura , solicitată de forțe coplanare Se calculează reacțiunile : Forțele axiale au valorile : Cu aceste valori se construiește diagrama din figura , b> Forțele tăietoare sînt : Тз+ε — ç·Z ; T — q-l ; T — ; T — q*Z Fig ¿ ^ a b a » * Fig c d Fig L , J» ' ' i *, » T ’ * « « îV-Z ( ) ( ) este utilizată sub următoarele forme: Relația — formula de dimensionare : ( ) Fig ne o G •Kt І’ШАй țKv Λ- *¿Cr«í J J Ü r /* У* *»' УЖ ¿ dï %ч**··**** r · % ч % \ La sisteme static nedeterminate (sisteme hiperstatice) nu se pot determina eforturile în bare cu ajutorul ecuațiilor de echilibru din statică Gradul de nedeterminare este egal cu diferența intre numărul reacțiunilor (sau eforturilor necunoscute) și numărul ecuațiilor din statică Pentru rezolvarea problemelor static nedeterminate este necesar să se stabilească un număr de ecuații, repre-zentînd condiții de deformație, egal cu gradul de nedeterminare G , BARA DUBLU ARTICULATĂ Fie bara din figura articulată la capete și solicitată de forța P Se cer eforturile unitare din bară Rcacțiunile din articulații sînt Ях și JZ · Ecuația de proiecții pe orizontală EA = CGCtSl ( G) hi l·! sistemul conține două necunoscute, deci este simplu static nedeterminat Se mai caută o ecuație de deformații în urma aplicării forței P, punctul se deplasează porțiunea — atît se comprimă porțiunea — ; se întinde N Din diagrama forțelor axiale rezultă : = II ; N - = J deci, utilizînd relația ( ), condiția de deformație ( ) devine І-Ц-а неъ t -—= - sau H -a = H -b ( ) · » Rezolvînd sistemul format din ecuațiile ( ) și ( ) se obține: b a deci eforturile unitare au expresiile : Nx P-b ; I ; ■ I ' ' ' ț * ' · • ъ * · BARĂ DE SECȚIUNE NEOMOGENĂ Se cer eforturile unitare produse de forța P în bara din figura , compusă din două materiale diferite (stîlp de beton armat, cablu de aluminiu cu inimă de oțel etc ), desenate separat pentru simplificarea expunerii Se dau modulele de rigiditate E\· Лг și Ea-Æ> Forța exterioară P este preluată în proporții diferite de cele două materiale, dar suma forțelor axiale și N egalează forța totală : ; Pentru determinarea acestor forțe este necesară o condiție de deformale Cele două materiale au deformați! identice, fiind solidarizate între ele : sau Rezultă : №·Ζ Νβ· ΛΓι + iVB ‘ P Dacă se dau rezistențele admisibile ale celor două materiale și se cere forța capabilă de întindere, se calculează și se alege Pcap egală cu cea mai mare dintre cele două forțe P' și P" SISTEM DE BARE PARALELE Se consideră o bară rigidă OB (fig , a) suspendată de două bare elastice și articulată în Se cer eforturile unitare în barele verticale Izolînd bara rigidă (fig , ò), se scrie ecuația de momente fată de punctul : Τχ·α + P -ă = P-c ( ) Ecuația de deformație se scrie pe baza condiției ca după aplicarea forței P bara OB să rămînă rectilinie (fig , c) cînd barele verticale se lungesc : ΔΖι a ΔΖ a a ( ) -p С/ Rezolvînd sistemul format din ecuațiile ( ) și ( ), se obțin forțele și T , apoi se calculează eforturile unitare : Φ -b b)c І! Ей o EFORTURI PRODUSE DE DILATAREA ÎMPIEDICATĂ într-o bară de secțiune constantă, articulată sau’încastrată la capete (fig , «), încălzită uniform cu ΔΖ (grade), apar eforturi unitare de compresiune datorită împiedicării dilatării EA** Fig Fig într-adevăr, dacă bara ar fi liberă la capete, datorită încălzirii s-ar dilata liber, lungindu-se cu : ΔΖ = Ζ·α·ΔΖ, ( ) unde a este coeficientul de dilatare termică liniară împiedicarea dilatării este echivalentă cu aplicarea unei forțe de compresiune N, care readuce bara la lungimea inițială, deci, o comprimă cu ( ) Egalînd expresiile ( ) și ( ) rezultă: deci : La bara de secțiune variabilă în trepte din figura , încălzită cu ΔΖ, un raționament analog conduce la condiția deci : APLICAȚIA O bară avînd secțiunea variabilă în trepte : Л а = cm ; Л = cm și lungimile tronsoanelor Z = m, Z = m, este încastrată la extremitatea Asupra barei acționează forțele axiale reprezentate în figura , a Bara este din oțel cu σα = daN/cm , E = , · ° daN/cma și greutatea specifică γ = , · ~ daN/cm Să se traseze diagrama forțelor axiale N, să se verifice bara la întindere și să se calculeze lungirea totală a barei, neglijînd în primul caz greutatea proprie a barei, iar în al doilea caz, eu considerarea greutății proprii a acesteia ( )| Q kN ( )| Ю к N | A ~ cm A„- cm kN V J Ц =WOkN l\^ kN kN G = tU kN kN V,=¿ , kN ^ , kN о b c d ' • ’ · ? , > , » · · · · ·>·* · · · ■ ■· Fig , * f * · · É*' ' ■ ' · ; ■ : · Rezolvare Cazul Fără considerarea greutății proprii a barei (fig , d) Se calculează reacțiunea Vi = kN Se determină forțele axiale: N = - kN ; N = kN ; N = = — kN și se trasează diagrama N (fig , b) ținînd seama de convențiile de semne (§ ) Se verifică bara în secțiunile și : °ef - — cm , daN cm Lungirea totală a barei relația ( ), se obține % este : ΔΖ = ΔΖ] + Δ? + ΔΖ ; ținînd seama de * ч F μ , * = - , + , - , = - , cm Cazul Cu considerarea greutății proprii a barei (fig , c) Se determină greutățile celor două tronsoane: , ' G¿ = , · - - = , daN, * G - = , · "»- - = , daN Ί f - > ' · ·· ; Se calculează apoi reacțiunea din încastrarea : Vx = , daN Se determină forțele axiale : Д’г = — Vt + Y‘X] a*x == — , + , · “ · ·χ ; X = ; jN\ = — , daN ; x = ш, N - = — , daN N a = - , + + , -IO" - -x ; X = m, Ν +ε = , daN ; x = m, iV e = , daN N = - , + + , - + , · Γ " · (x - ) Ν +ε = - , daN; x == m, ΑΓ ε = — daN ; N +s = - + = Se trasează diagrama N (fig , d) Verificînd bara în secțiunile și se obține : , = — , — ■ cni , d-S cm Pentru calculul lungirii unui tronson, se utilizează expresia ( ) în care se consideră, pe lingă forța axială P, și greutatea proprie G = γ·Α· a tronsonului : : ‘ ' ' o Lungirea totală a barei înlocuind, rezultă : = \ (P + γ · Ax)dx = Ε·Α J o este ΔΖ = ΔΖ - — · • , · - - - , ч - , · “ - - , - ^ , · · — , H - , “ - · | == — , + , — , = Д М - — , cm APLICAȚIA NíkNi Fig Să se calculeze eforturile unitare normale în bara din figura , a solicitată axial de o forță P= daN, avînd diametrul d = mm Rezolvare Ecuația de proiecții pe orizontală este ( ) - , Sistemul minat Condiția I Jl este simplu static nedeter- de deformație se scrie : ( ) unde = , mm Ecuația ( ) devine, după simplificări, deci reacțiunile au valorile : R, = — = — = , daN ; R = , R = , daN * ă, , Diagrama forțelor axiale este dată în figura , b Eforturile unitare sînt : , = daN cm , , , N Ansamblul din figura este compus din trei bare avînd fiecare secțiunea transversală A, modulele de elasticitate E > Ex și coeficienții de dilatare liniară αχ > a Sub acțiunea forței P, în bare apar eforturi unitare de compresiune neegale Se cere să se calculeze creșterea temperaturii ΔΖ prin care se realizează egalizarea eforturilor unitare în bare Rezolvare Etapa I Fie PL și P forțele în barele și, respectiv, în bara Condiția de echivalență a forțelor se scrie : Ô Fig Fig Rezultă iar din condiția de deformale во σ = Se obține PE PEt Etapa a Il-a Α( ΕΧ + Ей) ’ Л A( E, + E¿) Condiția de deformale în cazul dilatării împiedicate ; Л/ M ! N' - ·α ·Δι Η ; Er A Et-A ' se mai scrie (ar — α )Δί =-gț-+^- Se adaugă relația între forța axială și eforturile unitare : Rezultă Prin suprapunerea efectelor, suma eforturilor unitare în cele două stări trebuie să fie aceeași Rezultă A(ar — αο)!?! ·Ε RĂSUCIREA O bară^ dreaptă este solicitată la răsucire dacă în secțiunea transversală acționează un moment dirijat în lungul axei barei La bare curbe, răsucirea este produsa de un moment dirijat în lungul tangentei la axa barei Se va studia răsucirea barelor de secțiune axial-simetrică Fig CALCULUL MOMENTULUI DE RĂSUCIRE Atunci cînd asupra unei bare acționează mai multe cupluri exterioare, cu componente (sau dirijate) în lungul axei barei, este necesară construcția unei diagrame de momente de răsucire (fig ) Dacă un arbore transmite puterea N (CP) la turația n (rot/min), momentul de răsucire se calculează cu relația : Mt = — [daN· cm] n Dacă se cunoaște puterea P (kW) și turația n (rot/min), atunci : Mt = — [daN· cm] л EFORTURI UNITARE ÎN BARE DE SECȚIUNE AXIAL-SIMETRICĂ Se constată că dacă pe suprafața cilindrică a unei bare se trasează generatoare și cercuri paralele, formînd o rețea de pătrate curbilinii (fig , d)r după solicitarea barei la răsucire (fig , b) pătratele devin romburi, lungimea laturilor rămînînd neschimbată De asemenea, secțiunile transversale· rămîn plane Se deduce că un element de bară decupat în vecinătatea suprafeței este· solicitat numai de eforturi unitare tangențiale, altfel eforturile unitare normale ar fi produs lungirea laturilor Dacă dintr-o bară încastrată la un capăt, solicitată la răsucire, se decupează un element central de rază г și lungime dx (fig ), atunci genera-toarea CB ocupă poziția CB' în urma solicitării, iar raza OB se deplasează în poziția OB' Unghiul BCB =γ este unghiul de lunecare specifică (v § Л) iar BOB' = d'p Э — Mecanica șl rezistența materialelor — cd «deci : BB' = γ·ά τ =Γ·ί φ, άφ A γ = r — = r- dx o dx *se numește unghi de răsucire specifică Aplicînd legea lui Нооке ( ) pentru forfecare, rezultă 'deci eforturile unitare tangențiale variază liniar cu distanța la centrul secțiunii Se consideră că acestea sînt perpendiculare pe rază (fig ), ceea ce pe contur se deduce direct, pe baza dualității eforturilor unitare tangențiale J) — rmax *e$lc modulul de rezistență polar al secțiunii transversale I I « A * · La secțiunea circulará cu, diametrul d rezultă d La secțiunea inelară, avînd diametrul exterior D și cel interior d π(Ό* — d*) π( ) - d*) - - - ■ -■ - ■■ ■ * D D Wp = Relația ( ) este “utilizată sub următoarele trei forme: — formula de dimensionare : pnec — formula de verificare : Wp momentului de răsucire capabil : a este rezistența admisibilă la răsucire — formula în relațiile ( ) = · cap p DEFORMATI! LA RĂSUCIRE z Din relațiile ( ) și ( ) rezultă unghiul de răsucire pentru un de bară de lungime dx : , M, -cU do = — » unde G*IV este modulul de rigiditate la răsucire Pentru o bară de lungime /, M t · d r p Dacă bara are secțiune constantă și -Mt = const pe toată lungimea, л Mfl element ( > atunci r Uneori se impune o valoare admisibilă „ a unghiului de răsucire specifică, astfel că din relația ( ) rezultă o formulă de dimensionare = vne c n C ENERGIA DE DEFORMAȚIE LA RĂSUCIRE Pentru un element de bară de lungime dx, lucrul mecanic efectuat de cuplul Mt, a cărui valoare crește liniar cu rotirea dtp este — iii( dtp Lucrul — mecanic total, înmagazinat de toată bara sub formă de energie potențială de deformație, este : W =С -Л гс ? ( ) J G·/ , ' · л l l CALCULUL ARCURILOR CILINDRICE ELICOIDALE Arcul cilindric elicoidal poate fi considerat o bară curbă în spațiu Dacă înclinarea spirelor este mare (fig , a), forța P, redusă în centrul de greutate al secțiunii transversale (fig , Ô), produce toate cele patru solicitări -simple : compresiune, forfecare, încovoiere și răsucire (fig , c) La arcurile cu spire strìnse, la care înclinarea elicei este foarte mică, forța •axială și momentul încovoietor se pot neglija, rămînînd forța tăietoare Г = P și momentul de răsucire Mt = P-R La arcuri cu rază mare de înfășurare, în comparație cu diametrul sîrmei, efectul forfecării este neglijabil, solicitarea principală fiind răsucirea Din formula de dimensionare la răsucire ( , ă)f în cazul secțiunii circulare, ^rezultă : -deci ( ) relație cu care se calculează diametrul sîrmei arcului Numărul de spire n se calculează pe baza formulei săgeții arcului Aceasta se deduce ușor, egalînd lucrul mecanic produs de forța P cînd arcul se comprimă cu săgeata f, cu energia de deformație la răsucire unde P · R -η G-d* Rezultă săgeata arcului : ( ) Relația ( ) se mai scrie sub forma P -n ( ) 'unde к este constanta elastică a arcului Reprezentarea grafică a relației ( ) -se numește c araci eristica arcului (fig ) Fig Dacă se impune valoarea constantei elastice к ΔΡ &Г·’ •din relația ( ) rezultă numărul de spire : • · f G-d Ύ П = · Л -k Pentru oțelurile de arcuri, τα = — daN/cm și G =» = , - daN/cm RĂSUCIREA BARELOR CU SECȚIUNE DREPTUNGHIULARĂ Studiul răsucirii barelor de secțiune dreptunghiulară se face în cadrul teoriei elasticității, deoarece în acest caz ipoteza lui Bernoulli nu mai este valabilă, secțiunile barelor se deplasează · în figura se arată distribuția eforturilor unitare tangențiale la o secțiune dreptunghiulară Efortul unitar tangențial maxim se produce la mijlocul laturii mari a dreptunghiului Mt ~max — ^ѵт * mai a ft js La mijlocul laturii mici umaz T • , · ■ · Unghiul de răsucire specifică se calculează cu relația Θ - J β · Λ · Z> · G Valorile coeficienților a, P’și γ sînt date în tabelul Tabelul i b , , « (X , , , , , , , β ! , , , , , , , γ , , , , , , în general, pentru secțiuni oarecare se pot utiliza relații generalizate de forma : / , V • « ; τ Și o =^, Tme® Wa » g ί V!ul ,■ & ·«$· ·· - ' “ undê W este modulul de rezistență la răsucire, iar Ia — momentul de inerție la răsucire al secțiunii Valorile acestora se dau în manuale de specialitate ♦ zx max Fig daN cm daN cm- (daN zm) Fig APLICAȚIA Se cere să se calculeze efortul unitar tangențial maxim în bara din figura , a, precum și rotirea secțiunii față de încastrare Se dă G = = , · IO daN/cm Rezolvare Se calculează modulele de rezistență polare : = , cm ’ Wp^ = ιΓ = ’ cma și se construiește diagrama momentelor de răsucire (fig , b) Eforturile unitare tangențiale pe contur sînt : M, * PL = ÊÉL = T , cm Wa;r’ p daN , cm momentele de inerție polare Se calculează •'^ apoi unghiul de Δ? ι = G \ APLICAȚIA Un arbore este antrenat cu o putere de N = kW la o turație n = rot/min, și transmite puterile = kW și respectiv = kW unor consumatori (iig , a) Să se dimensioneze arborele din oțel cu τ(ί = = daN/cm și G = , Ί Γ) daN/cm , să se calculeze rotirea relativă a secțiunii față de secțiunea și să se verifice unghiul de răsucire specifică știind că a == , · ~ rad/cm = , cm ^ cm rotire - , й- , » = / rad , -IO ·!, Γ / — JL/·, ·/ și ccimțin de echilibru Adi “Ь - ’/ = (XX) conduc la Al[' = daN·cm ; Ad't' — — daN-im ; diagrama corespunzătoare a momentelor de răsucire este trasată în figura , с ° în cazul acțiunii simultane a celor două momente, diagrama momentelor de răsucire are forma din figura , d Rezultă ; I Alt max I = daN-cm * Se aplică formula de dimensionare W, == = — = , cm , τβ deci Ξ± = de unde rezultă d = , cm Se alege d = mm APLICAȚIA Un arc cilindric elicoidal avînd raza de înfășurare R = cm și numărul de spire n = este comprimat de o forță P = daN Să se dimensioneze arcul și să se calculeze săgeata f, cunoscînd τα = daN/cm și G ·= = δ· δ daN/cm Rezolvare Se dimensionează arcul după formula ( ) / Р-Я Se alege d = mm Săgeata arcului are expresia ( ) : - - - = - == ll,/ o cm , - - , * ÎNCOVOIEREA O bară dreaptă este solicitată la încovoiere dacă în secțiunea transversală -acționează un moment al cărui vector este perpendicular pe axa barei Încovoierea pură este solicitarea produsă atunci cînd în secțiunea transversală acționează numai un moment încovoietor, dirijat în lungul unei axe centrale principale de inerție a secțiunii încovoierea simplă este solicitarea produsă de acțiunea simultană a unui moment încovoietor și a unei forțe tăietoare încovoierea oblică este produsă de un moment a cărui direcție nu coincide cu direcțiile axelor centrale principale dc inerție ale secțiunii MOMENTELE DE INERȚIE ALE SUPRAFEȚELOR PLANE Caracteristicile geometrico ale secțiunii transversale a barei care intervin în calculul la încovoiere sînt momentele de inerție axiale și modulele de rezistență axiale Momentele de inerție axiale ( , a) se calculează descompunînd suprafața în dreptunghiuri, triunghiuri, cercuri etc (la care se cunosc momentele de inerție) și aplicînd teorema lui Steiner ( , ύ) Pe baza relațiilor de definiție ( a) se stabilesc următoarele expresii ale momentelor de inerție axiale față de axele centrale principale : a) La cercul cu diametru d, У b) suprafața inelară, cu diametrul exterior D și diametrul interior ti T J π(/) - d>) z — y dreptunghiul cu laturi b și = wțl л z J Λ, latura b fiind paralelă cu axa Oz j h>b * / ” ' * momentelor de inerție ale suprafețelor La suprafețe complexe se face suma componente, calculate față de o axă centrală principală a întregii suprafețe utilizimi formula lui Steiner ÎNCOVOIEREA PURĂ A BARELOR DREPTE Se consideră o porțiune de lungime dx dintr-o bară de secțiune constantă^ solicitată la încovoiere pură (fig , a) în urma aplicării momentelor încovoietoare M, bara se deformează ca în figura , b, cele două secțiuni dx Fig situate inițial la distanța dx rotindu-se relativ cu unghiul dtp, dar rămînînd plane, conform ipotezei lui Bernoulli Dacă s-ar presupune că bara este formată din fibre longitudinale, atunci s-ar observa că, în urma încovoierii barei, unele fibre se întind, altele se comprimă Se alege un sistem de rcfciința tiioitogonal, cu axa Ox diiijata in lungul fibrei care nu se alungește prin deformala de încovoiere, a'b' = ab, numită fibrei inedie a barei Fie p raza de curbură a fibrei medii O fibră situată la distanța у de fibra medie are lungimea inițială mn = dx = == =ρ·άφ, iar după aplicarea solicitării devine m'n' = (ΰ + pW- Lungirea acestei fibre este A(dx) = l'n' = m'n' —m'l' = m',n' —a'b' = y-dy Lungirea specifică este : A(dx) у ·άφ у ε — = -= — dx ρ·άφ p Aplicînd legea lui Нооке ( ) rezultă : σ =E-z=—ij, ( ) p deci eforturile unitare normale variază liniar cu distanța la fibra medie (fig , c) Axa Oz, în lungul căreia eforturile unitare produse de încovoiere sînt nule, se numește axa neutră a secțiunii Pentru a stabili legătura între momentul încovoietor M și eforturile unitare σ se scriu relațiile de echivalență între forțele elementare σ-dA și eforturile secționate Fiind paralele cu axa Ox, forțele σ-dA pot produce numai forță axială și momente încovoietoare, dar dintre acestea există numai momentul dirijat în lungul axei Oz Rezultă relațiile de echivalență : Д == Γσ-dA = ; = (г/-σ-dA = Μ ; Μ> = jz-a-dA = A Z А У A ( ) înlocuind ( ) în ( ), se obține sau Ç у · d A = j —— Д M ; Лгу ~ θ · ( ) J P A Conform primei relații ( ), momentul static al suprafeței secțiunii transversale calculat față de axa Oz este nul, deci axa Oz trece prin centrul de greutate al acesteia · f Conform ultimei relații ( ) momentul de inerție centrifugal fața de axele Oÿ și Or este nul deei acestea sini axe, principale de inerție ale secțiunii în condurne Oxÿt este un sistem de axe cení rale principale de inerție ale secțiunii transversale Din a doua relație ( ) rezultă curbura barei : caiY înlocuită in relația ( ) conduce la formula Ini Navicr : Efortul unitar normal maxim arc expresia : M'Vhkw -V M ( } unde IV г este modulat de reásfezi/á axial al secțiunii La secțiunea circulară cu diametrul d, transversale d* d ( } = La secțiunea inelară, avînd diametrul exterior D și cel interior d, Ws = В ( } La secțiunea dreptunghiulară, cu baza b și înălțimea h, b-fr ȚV == — г h Relația ( ) este utilizată sub următoarele forme : — formula de dimensionare *nec — formula de verificare : — formula w, A t ♦ « ( ) J J · Iz Iz J Iz BCD BCD BCD unde S este momentul static al suprafeței BCD față de axa Oz Pe fața din dreapta a elementului acționează forța : + dN, = (M + dM)S Iz iar pe fața superioară, forța longitudinală b· dx Ecuația de proiecții pe axa Ох a forțelor ce acționează asupra elementului considerat se scrie : Nt + Tx„-b-dx -(Nt + dNz) = Se obține : XV dx ( ) sau b dx S dM b , dx r dM Deoarece — dx rezultă formula lui Juravski : T'S ( G) z Se observă că чух depinde de raportul —, deci de ordonata y în cazul secțiunii b dreptunghiulare (fig ), Iz = și Componentele paralele cu forța tăietoare ale eforturilor unitare tangențiale au o distribuție parabolică pe înălțimea secțiunii Valoarea maximă se produce în lungul axei neutre : ( ) în cazul secțiunii circulare (fig ), b = r sin ; y = г cos ; dz/ = — — rsin -d , iar aria suprafeței elementului hașurat este dA = b· dy = — r sin · d ; static al suprafeței situate sub coarda b, calculat față de deci, momentul -axa Oz, este : ѳ \ydA , r sin «cos · d o r sin θ Rezultă : yx sin r sin Θ · •cu valoarea maximă în lungul axei neutre de : La secțiunea în formă de I (fig ), diagrama eforturilor unitare xyx este formată din arce de parabolă, cu o discontinuitate în dreptul trecerii de la „tălpile” la „inima” profilului, unde coarda b are un salt , COMPARATÌE INTRE VALORILE EFORTURILOR UNITARE σ Șl τ Fie bara din figura , cu secțiune dreptunghiulară b x h Efortul unitar normal maxim apare în încastrare, avînd valoarea : M max θ’ max ~~~ b -h Pd b di ■L· Xû Efortul unitar tangențial maxim este : P ï f Se observă că raportul : G max Λ depinde de raportul — între — , la care de obicei ipoteza lui Bernoulli max h * ■ ■ » i * r f j · : f J i - v ; > · * » j i ? ì / ·/ ț J L, ÃJ c·> * j i > i - · Se consideră două bare suprapuse (fig , a) în consolă, solicitate la încovoiere de forța P Dacă barele nu sînt îmbinate și se neglijează frecarea pe suprafețele de contact, deformarea are loc ca în figura , b Fibrele de sus ale barei de jos sînt întinse, în timp ce fibrele de jos ale barei de sus sînt comprimate, cele două suprafețe în contact lunecînd una față de cealaltă Fenomenul se numește lunecare longitudinală Dacă barele sînt îmbinate, ele lucrează împreună la încovoiere, ca o singură grindă compusă Elementele de asamblare împiedică lunecarea longitudinală, fiind solicitate la forfecare (fig , c) Dimensionarea acestora se face pe baza valorii forței de lunecare longitudinală N¡ ~Pl M Fig Fig — Mecanica și rezistența materialelor — cd, Fig Fie grinda metalică din figura , a îmbinată prin sudare Conform relațiilor ( ) și ( G), forța de lunecare are expresia : ■ · · « · *- Nj = Ç · δ · drr = f— ’ r unde: S = Cordonul de sudură este v,s UJ xu u,rtllu ue forfecare (hașurat) se dezvoltă eforturi unitare tangențiale Considerînd că acestea sînt uniform distribuite, rezultă : z (Ô - ί)Λ« - · z deci forța capabilă a unui cordon continuu de sudură este : ^cap = τ · α· l, : ; ’ ! ίτίΠβί) · î ЧІ * ; -) - - · L=o=O în capătul barei, pentru săgeata maximă este : E j; ^max BARA SIMPLU REZEMATĂ ÎNCĂRCATĂ CU O SARCINĂ UNIFORM DISTRIBUITĂ Momentul încovoietor în secțiunea X a barei din figura are expresia Fig M(x) = Q-Z Ecuația diferențială a liniei elastice este: Se integrează de două ori : z υ apoi se determină constantele de integrare din condițiile ca pe reazeme săgeata să fie nulă : а'=о θ’ ta- J- * - —* · Э* ’*** » r· è * K * ’ i T * ț ·/ φ = -« тл Ε·Λ Alte metode pentru calculul deforma fiilor sînt prezentate în capitolul Fig APLICAȚIA Să se calculeze efortul unitar normal σζ în punctul К al secțiunii clin figura , soliei· tată de un moment încovoietor = daN-cm, dacă a = cm Rezolvare Se determină poziția centrului dc greutate al figurii Luînd ca axă de referință Ozlf latura de sus a figurii, rezultă : a - a — a ’ a ,/va a — a Se calculează momentul de inertie față de axa Gz, utilizînd formula lui Steiner : α( α) За -За Ga’-· — = , а Din formula lui Navier rezultă М-ук - , - К ~ Iz ~ , ’ cm APLICAȚIA Să se dimensioneze bara din figura , a din oțel cu σα = daN/cm , avînd secțiunea din figura Rezolvare Din figura , a rezultă Mmax = daN-m, deci j w = M^ = - = cm , nec σ„ Se calculează poziția centrului de greutate al secțiunii din figura față de axa z' : α · , α - α · α α Momentul de inerție față de axa Gz este : α( , α) + n ( , a) + + ~~ + α ( , a) = , a\ iar modulul de rezistență axial al secți unii : = , η a Fig Wz V max , α , a = , a Ila = ì = cm lVt*¿ daN doNm filem W— t P = da N о Fig Egalind cele două expresii ale lui W , adică , ua = , cm, deci se alege a = mm , , rezultă a APLICAȚIA > Pentru bara din figura , a, să se calculeze eforturile unitare normale în punctele А, В și D ale secțiunii din încastrare Bara este din oțel cornici· cu aripi neegale LL x x (fig , b) Rezolvare Pentru profilul LL x x , în STAS - (anexa , tabelul ), se găsesc momentele de inerție ale secțiunii : Iz = , cm ; ly - , cm și se poate calcula Izy — , cm Aplicînd formula ( ) : σ = - -гу—M, se obțin В 'Rj Rv - , - , + , - , o n qqq л o dnN σ = · IO* = — , , , - , — , cm , - , + , - , n n σ n = - · и , - , - , = I , — , cm , - , - , - , , - , - , · IO = - , — · cm APLICAȚIA Să se verifice grinda reprezentată în figura , e, realízala din două profile I așezate ca în figura , dacă tf„ = daN/cm- Rezolvare Din figura , e rezultă : | Mmnx | == daN-m în anexa , tabelul , pentru profilul I se găsește momentul de inerție /¿«= cm Pentru secțiunea grinzii, momentul de inerție , va ii : / == ζ == cm , iar VVg =—-— =—— = ( , cm lì max ,r’ înlocuind în formula de verificare ( , Z>), se obține M ) este : P# * d A = (Tæ’dA-ç d- x¡cy * dA y d- *r T *dA , ( ) ' } care satisfac relația ; ТО] - σ^Ι]] {n(O} = { }, ( ) §i care reprezintă vectorii proprii ai matricei [Tc] Vectorii ge normalizează astfel îneît a t \ · · X * J ! ■ * * \ · in raport eu unghiul а (Ισ d( a) sin a -|- între cele două soluții ax și a există relația a = · ‘ ? /ГМ-’·· :· ’· : aâ = аі Ί -> deci direcțiile principale sînt perpendiculare între ele înlocuind valorile unghiului a date de relația ( ) în ( ) se obțin eforturile unitare principale: * · - · - ·» · J J ' У XV · % В Г К * ~ ъ w t t — Ç к и Г J e" ’ В % · к * f » T · * Valorile extreme ale efortului unitar tangențial τ se obțin din relația : άτ d ( α) X У care se mai serie : tg a ( ) C / C Rezultă α' = α ± —, deci а = а ± —, astfel că eforturile unitare față de axa barei, ceea ce se realizează ușor cu ajutorul traductoarelor tenso-metrice rezistive Bara solicitată la încovoiere în cazul barelor solicitate Ia încovoiere (fig ), = , deci relațiile ( ) și ( ) devin • sj/sl-· V /'■ ” · ■’ ac ë - i " / tg a=-^, ( ) • ( ) i M 'У T · S , unde = ± ° ; σ > = ± тху ; este cazul forfecării pure, considerat anterior La y = ± — ; τχν = ; = , ° ; σ® > direcțiile principale corespund cu direcțiile axelor de coordonate Dacă se parcurge secțiunea transversală în lungul axei Oy, în sens pozitiv, direcțiile principale se rotesc continuu (fig ) în sens trigonometric Determinînd în mai multe puncte orientarea direcțiilor principale (fig ) se pot trasa liniile izoslulice, cate reprezintă înfășurătoarele eforturilor unitare normale principale, formînd o dublă rețea de curbe ortogonale La armarea grinzilor de beton se caută ca armăturile de oțel să fie orientate aproximativ pe direcția liniilor izostalice — Mecanica și rezistența materialelor — cd LEGEA LUI НООКЕ GENERALIZATĂ Fie un element de volum paralelipipedic, aviad muchiile paralele e u direcțiile, principale ale eforturilor unitare normale, pe fețele căruia acționează eforturile unitare principale σν σ σ (fig ) Efortul unitar Oj produce lungirile specifice e¡ =u“ Pc direcția Ox și eâ =» ; ε, "=* — pe direcțiile Oy, respectiv Oz Analog, efortul unitar produce lungirile specifice ef = - v ~ ; Ξη σ ■ iar efortul unitar produce lungirile specific σ σ Lungirile, specifice totale pe cele trei direcții sînt : unde E este modulul de elasticitate longitudinal, iar v este coeficientul de contracție transversală Relațiile ( ) reprezintă legea lui Нооке generalizată raportată la direcțiile principale în cazul general, legea lui Нооке generalizată se scrie : ( ) la care se adaugă relațiile : Se demonstrează că între constantele elastice E, G, t · ί · * £ · I ’ v b illl v există relația : ( ) ( -I- ( ) = O în ( ), rezultă : ( ) sau, exprimînd eforturile unitare principale în funcție de deformabile specifice principale rezultă : ECUAȚIA LUI POISSON / ( ) Elementul din figura are volumul : dV = dx· dy · dz în urma deformației, volumul devine : dV + Δ dV = dx(l + s^)d¿/(l + e /)dz(l + ε ) Neglijînd produsele ε^-·εν; εζ·εχ; εχ-εν·εζ în raport cu εχ, εν, εζ> dV + Δ dV = dx-dy-dz(l + εχ + ε^ + εζ), χ **’ V · » ·- i · f ’ ' ‘ ’ Γ; * *■ ' * deci : Δ dV = dV(e|| + ευ + ε ) • * -W ж Î Λ · Ш Λ -Μ -> I W Deformația volumică specifică va fi : AdV dV ( } înlocuind deformatine specifice prin expresiile ( ), rezultă : — v / i к ( — v) e = —— (σΛ + tí y + σ ) = -— p, E E ( ) unde : ( ) se numește efort unitar mediu Relația ( ) se mai scrie : jE n —, ( — v) și se numește ecuația lui Poisson, ( ) Consunta de propor(loimlllnlc tniro /> șl IV b Teoria energiei de variație a formei Conform teoriei a IV-a, varianta b, starea limitase atinge atunci cînd energia specifica de variație a formei egalează energia specifică de variație a formei corespunzătoare stării limită de la întinderea simplă în cazul limitei de elasticitate deci efortul unitar echivalent are expresia : Această variantă se aplică atunci cînd p - к л ? j j \ · > · : j > > ? " - - ^echy ^ » • ■ sf f ·/ /X ry rt ț ’ * CVT * Í Г’ · ' i : I * J * fi ’ ’ * · r · - z r « V V ** -V , - к iz ; * ; Г i я i f r i î O W^nec - M“ ’ ■ ’ ( Õ ) σα - -A· ■» * * · * * ·· deci se transformă problema de solicitare compusă într-o problemă de solicitare la încovoiere, negiijînd efectul forței tăietoare Fig , APLICAȚIA * i * ' ‘ дЬ- - í ' * tn · j * · ’ -t í £ ϊ ■ > z d « , cm, deci ; Fig ò în cazul barelor solicitate la întindere (compresiune) și răsucire, se utilizează relațiile ( ) Se face o prcdimensionarc a barei la răsucire, apoi se verifică la solicitarea compusă punînd condiția ca σβ(?Λ , = σ* + τ = , »+ · , » = , — Ρ· Ρ sin φ —τ /?( — cos φ) Și Λ' = -cos α, T > — -sin α, М =Хд( - cosa) Se calculează valorile eforturilor în secțiunile , si : f ' = — ; Ί\=Ρ; Mi = О, N = - — ; т = ; М - О, Se trasează aproximativ diagramele N, Τ, M (fig , b, c, d) Se vede că \ = la φ — arctg = ° ' în această secțiune se calcu- lează Nmax = , P și Mmax = , P-R, după care se corectează diagramele (Pentru claritate, la diagramele T și M s-a inversat convenția de semne privind amplasarea diagramelor) EFORTURI UNITARE ÎN BARE CURBE Fie un element de bară curbă, delimitat de două secțiuni plane (între care există unghiul dep) și solicitat la încovoiere pură prin momentul M (fig ) Se notează : R raza centrului de greutate G, ?! — raza interioară R> — raza exterioară, r raza fibrei neutre, e — excentrici tatea axei neutre У distanța de la axa neutră Nz la o fibră oarecare, — distanța de la axa neutră la fibra exterioară A — aria suprafeței secțiunii transversale Presupunând secțiunea din stìnga fixă, sub efectul momentului încovo-ietoi secțiunea din dreapta se rotește (în raport eu cea din stìnga) cu unghiul Fig, Δάφ Ca urmare, fibra oarecare de lungime ds = (r — ÿ)da> se lungește cu Ads = ζ/·Δάφ, deci lungirea specifică a fibrei este: Δά$ y -kdq z, =· - = -> ds (г — #)άφ iar efortul unitar normal (tangent la fibră) este r, E -Δάφ y σ = E ·ε = — - άφ г — у Deoarece în secțiune nu există forță axială, suma forțelor axiale elementare este nulă : de unde rezultă !M±= , relație pe baza căreia se determină poziția axei neutre Suma momentelor forțelor axiale elementare față de iVz egalează momentul încovoietor M, prin urmare ; jr — у A •Δάφ С У άφ E 'Δάφ Ç ! = -—Цу-d άφ J A t , , , £·Δάφ M înlocuind = — άφ tare normale : în relația ( ( ), se obține expresia eforturilor uni- ( ) А >c г — у Rezultă că la bare curbe, distribuția eforturile unitane pe înălțimea sec* țiunii se face după o lege hiperbolică (fig» J), în fibrele extreme ale secțiunii, eforturile unitare au salurile; M Я m и χ * iu l n A ·!' = /? — /’ Í Í } unde Ja este momentul de inerție al secțiunii față de axa care trece prin centrul de greutate, paralelă cu axa neutră La secțiunea dreptunghiulară b X h // c £ /? La secțiunea circulară de diametru ci raza fibrei neutre este : , d ( /? - УЧ/?* — d ) ( } în cazul cînd se consideră acțiunea simultană a forței axiale, ca la aplicația , efortul unitar maxim se calculează cu formula : In general, la elemente curbe solicitarea tuată spre centrul de curbură /?! ( G ) maximă apare în porțiunea si- APLICAȚIA Să se determine forța maximă P cu care se poate încărca bara semicirculară de la aplicația (fig , ă), dacă R = cm, iar bara este din oțel cu σα = daN/cm , avînd : a) secțiune pătrată, cu latura a = cm ; b) secțiune circulară, cu diametrul d = cm Rezolvare Forța maximă P se determină din condiția cmax — σα Efortul unitar maxim se calculează cu formula ( ) N M dr G max = ’ A A -e /?! unde N = Nmax = , P și M = MmaiC = , P*R (în secțiunea periculoasă la φ = ° ') au fost determinate la aplicația a) Dacă bara are secțiunea pătrată (a = cm), condiția σ,ηαχ = devine ; P , РЧ? dx "I" — C!a a» -e /?, M unde : „ Л? σ j + L/=Q, ( ) = unde primul termen reprezintă lucrul mecanic al forțelor exterioare Pj pe deplasările (virtuale) infinit mici, independente de starea de solicitare și compatibile cu legăturile δξ;, iar al doilea termen reprezintă lucrul mecanic al forțelor interioare pe deplasările virtuale δξ; Dar deplasările δξ · nu sînt o consecință a acțiunii sistemului de forțe P} asupra corpului, fiind independente de sistemul de forțe în aceste condiții, forțele Pj pot fi considerate constante Primul termen din relația ( ) devine : =Σδ(ΡΓξ;) =δΣΡΓξ; = LE = - WE, ( ) FJ-l f=i /= unde Le este lucrul mecanic al forțelor exterioare, iar W E este energia potențială corespunzătoare Analog se poate stabili relația : δ£Σ = - Wp ( ) unde W este energia potențială de deformație (energia internă) Relația ( ) se mai scrie : L]= LE+ ^ = , sau δπ ■ (WE + W/) = , ( Ì unde L este lucrul mecanic total, iar π — energia potențială totală Această relație exprimă teorema mi ni mu lui energiei potențiale totale: dintre toate stările de deformație compatibile cu legăturile, starea de deformație care corespunde echilibrului este aceea care face minimă energia potențială totală PRIMA TEOREMĂ A LUI ÇASTIGLIANO înlocuind egalitatea ( ) prin ( ), se obține : n - WT = ( ) Utilizînd dezvoltarea în serie : n δ w, = Y n n de unde se deduce : ( ) a IV Relația ( ) exprimă analitic prima teoremă a lui Casti gli ano : о forță oarecare este egală cu derivata parțială a energiei potențiale de deformare în raport cu proiecția deplasării punctului de aplicație al forței pe direcția acesteia PRINCIPIUL ENERGIEI POTENȚIALE / COMPLEMENTARE I La materiale neelastice sau la structuri cu noli niarități geometrice, caracteristica forță-deforni ație este neliniară (fig ) Fig Aria suprafeței hașurate clin figura definește energia potențială complementară, mărime în general fără semnificație fizică, introdusă de Engesser Aria suprafeței nehașurate de sub curbă definește lucrul mecanic al forței egal cu energia potențială acumulată de corp în cazul acțiunii mai multor forțe, energia potențială totală complementară se poate exprima sub forma : W* = £ Pfc k W ( ) c— Se calculează derivata parțială în raport cu o forță Pj : Deoarece, conform relației ( ), expresia din paranteză este nulă, rezultă: deci ( Л ) Relația ( ) exprimă principiul energiei potențiale totale complementare : derivata parțială a energiei complementare a unui sistem elastic în raport cu o forță este egală cu proiecția deplasării punctului de aplicație al forței pe direcția acesteia Ea se mai numește și teorema lui Gastigliano generalizată A DOUA TEOREMA A LUI CASIGLIANO în cazul sistemelor liniare, între sarcinile aplicate și deplasările punctelor de aplicație ale acestora există relații liniare Rezultă ca energia complementară este egală cu energia potențială de deformație VV = W* ( ) înlocuind relația ( ) în relația ( ), se obține : ¿HV ap Relația ( ) exprimă analitic a doua teoremă a tul Casii gli ano : derivata parțială a energiei potențiale de deformație, acumulate de un sistem elastic, în raport cu o forță exterioară este egală cu proiecția deplasării punctului de aplicație al forței pe direcția acesteia în cazul unui moment exterior concentrat, derivata parțială a energiei de deformație în raport cu un cuplu este egală cu rotirea în punctul de aplicație a acestuia CALCULUL DEFORMĂRILOR LA ÎNCOVOIERE ALE BARELOR CU AJUTORUL TEOREMEI LUI CASIGLIANO Pentru bara solicitată la încovoiere, energia potențială de deformație are expresia ( ) : Ç M d r VV = \ -· l Conform teoremei lui Castigliano ( ), la o bară cu secțiunea constantă, deplasarea pe direcția unei forțe exterioare este : г\ѵ г г лг-сі т i с лг дм ò ,· = - = -\ -= \ M dx, aP; dP} J E·/ P/J dPj l l iar unghiul de rotire în punctul de aplicație al unui cuplu Mj este : a w i r гм = -=· \ M -d : гм} ei j dMj I ( ) ( ) Dacă se calculează deplasarea într-un punct în care (pe direcția dorită) nu acționează o forță exterioară, se introduce o forță fictivă, se calculează expresia analitică a momentului încovoietor M funcție de forțele exterioare și de sarcina fictivă, se calculează derivata momentului încovoietor în raport cu forța fictivă, apoi se anulează forța fictivă în expresia lui M care se introduce în relația ( ) Dacă asupra sistemului acționează mai multe forțe cu notații similare, cea dreptul căreia se calculează deformația se notează cu un simbol diferit de al celorlalte După efectuarea derivatei se poate reveni la simbolul inițial, APLICAȚIA Se cerc să se calculeze săgeata și unghiul de rotire al liniei elastice în capătul liber al barei din figura Rezolvare Pentru determinarea relația Fig săgeții se utilizează * a , = — ( M — dx PZ J dP Se calculează momentul încovoietor în secțiunea x : Л/(х) = — Ρ·χ și derivata : cM 'dP Rezultă săgeata : Pentru determinarea Se calculează : Ιλ> unghiului de rotire, se introduce momentul fictiv Mo M(x) = —Ρ·χ — MQ, o ¿)M apoi unghiul de rotire, înlocuind MQ == în expresia momentului : M гм dx = гм o METODA MOHR-MAXWELL într-o secțiune oarecare a unei bare drepte, solicitate la încovoiere, momentul încovoietor se poate exprima sub forma : + ( ) unde primul termen din membrul drept arată contribuția forței P¡, iar al doilea termen arată contribuția celorlalte sarcini aplicate barei Se calculează derivata în raport cu P} SM — - m ( ) înlocuind expresia ( ) în relația ( ), rezulta δ, L Cμ — dx = — Caí-m-dx J E-I J ap, EI J ( ) Dacii se înlocuiește în expresia ( ) = și μ = , rezultă M ~ m, deci în relația ( ) m reprezintă momentul încovoietor într-o secțiune a barei care are aceeași rezema re ca bara studiată, dar este solicitată de o singura forță egală cu unitatea, aplicată în punctul și pe direcția pe care se calculează deiorinația Analog, se poale arăta că unghiul de rotire se calculează cu o relație similară : -\M-rn-dx, E-I J ï ( ) unde ni este momentul produs în secțiunea x atunci cînd asupra barei acționează un singur cuplu egal cu unitatea, aplicat în punctul respectiv APLICAȚIA > Se cere să se calculeze săgeata la mijlocul barei din figura , a Rezolvare Datorită simetriei, relația ( ) se scrie : / \ M-rn-dx unde iar din figura , b se obține : / Rezultă : dx = E-Z ( ) M m o o REGULA DE INTEGRARE A LUI VEREȘCEAGHIN în figura s-a reprezentat diagrama ăf, de formă oarecare și diagramas, care la bare drepte are, în cazul generai, o variație liniară Rezolvarea integralei lui Mohr : f M^n-dx ( ) se poate lace prin metoda grafo-analitică a lui Vereșceaghin în secțiunea x ni =·-■= x Ig a Fig χ Fig Elementul hașurat al diagramei M are aria : άΩ]= Μ ·άχ (Cu aceste notații, integrala ( ) se poate scrie : J M-zzz-dx = Jx-tga-dû = tg a f x-dû = tga’X-Ω = η·Ω ( ) Rezultă că integrala lui Mohr ( ) se poate calcula înmulțind aria Ω ¿a diagramei M cu ordonata η a diagramei m, din dreptul centrului de greutate al suprafeței diagramei M De notat că metoda lui Vereșceaghin se aplică «care diagrama m este liniară Dacă diagrama m diferite, relația ( ) se aplică pe intervale eu pantă constantă APLICAȚIA Se cere să se calculeze panta liniei elastice pe reazemul și săgeata la mijlocul barei din figura , , a prin metoda Mohr-Maxwell și regula de integrare a lui Vereșceaghin Rezolvare în figura , b s-a construit diagrama M, Pentru calculul săgeții p , se construiește sistemul din figura , c Diagrama m este dată în figura , d Deoarece diagrama m are pante diferite, calculul se face pe intervale : J i pg l Pd* E-I B-I Pentru calculul unghiului în reazemul I, se aplică un cuplu egal cu pe reazemul bai ei din figura , eși se construiește diagiama zn din figura , f : numai la bare drepte, la are porțiuni cu înclinări e Fig Fig Dacă în urma aplicării unei metode energetice se obține o deformare, negativă, rezultă că această a arc loc în sens contrar forței sau cuplului ce acționează în punctul respectiv b APLICAȚIA Să se calculeze săgeata și unghiul c de rotire în secțiunea a barei din figura , a, prin metoda Mohr-Maxwell-Vereșceaghin Se cunoaște modulul de rigiditate la d încovoiere Ε·Ι Rezolvare Г f \ Se determină reacțiunile și se construiește diagrama M (fig· , b) e Pentru calculul săgeții în punctul , se aplică în acest punct o forță verticală egală cu , orientată în sensul în care se presupune că are loc deplasarea (fig , c) Se calculează reacțiunile și se trasează diagrama m' (fig , d) Suprafața diagramei M fiind mărginită de linia zero și parabola aria egală cu Săgeata va fi : Pentru calculul unghiului de rotire a secțiunii , se încarcă bara în această secțiune cu un cuplu egal cu , orientat în sensul în care se presupune că arc loc rotirea secțiunii (fig TI Ί, c) Se calculează reacțiunile și se trasează diagrama m" (lig , /’) Unghiul de rotire va fi : φ — Întrucît atît săgeata cît și unghiul de rotire au rezultat cu semnul pozitiv deplasarea și rotirea vor avea loc în sensurile presupuse inițial ’ % ■ , \ I • / APLICAȚIA ·” * · '· ·>· r > ' L · · I i Să se calculeze deplasările pe verticală și orizontală, precum și unghiul de rotire în secțiunea a barei cotite din figura , n prin metoda Mohr-Max-well-Vereșceaghin Se cunoaște modulul de rigiditate la încovoiere Ε·λ w:· III M = Pl ~ P Mj = Pl Mt: Pl - P-I - ~ l / t Fig M K V* · RI Rezolvare Se trasează diagrama M (fig ț JJ ȘE-I Z( — Ρ·Ζ)(— ) -I- Ζ(- Ρ·Ζ)(- ) Z( P /)(~ ) P·/ CALCULUL DEFORMAȚIÍLOR SISTEMELOR SOLICITATE LA ÎNTINDERE-COMPRESIUNE în cazul solicitării la întindere-compresiune, se calculează deformabile prin metoda Mohr-Maxwell, cu relația : ( ) unde A este forța axială în secțiunea x a sistemului solicitat de forțele exterioare, n este forța axială în secțiunea x a sistemului cu aceeași rezcmare, dar solicitat de o singură forță egală cu aplicată în punctul și pe direcția lui iar Ε·Α este modulul de rigiditate la întindere-compresiune Relația ( ) se poate deduce direct, pe baza unui raționament analog cu cel folosit la demonstrarea teoremei lui Betti Se aplică sistemului o forță egală cu unitatea, pe direcția deplasării cău- tate o} Energia potențială de deformație ( ) este n* -d r Se aplică apoi forțele exterioare Energia de deformație corespunzătoare este Ç *~dx La j E * A aceasta se adaugă lucrul mecanic efectuat de forța pe deplasarea δ, produsă de forțele exterioare Energia finală totală № -dx // ’d r ( ) — Mecanica șl rezistența materialelor cd Fig este ognlit cu energia роІеіЦіиІй acumulată in cazul aplicării simultane a forței unitate șl a sarcinilor exterioare f ( (V -I- /D'd r \ Мвмвжямвѵйммавммнм* J /PA / ( ) Eg tlînd expresiile ( ) și ( ), rezulta : /V ή *ct c ( ) APLICAȚIA Sa se calculeze proiecțiile pe verticală și orizontală ale deplasării punctului S al sistemului de bare articulate din figura , a la care E-A = — const Reco/nare Se calculează întîi reacțiunile, apoi, utilizînd metoda izolării nodurilor, se determină eforturile în bară Ținînd seama de convenția de semne — Σ f *nd r — Vi * ii · ZL " ^ *n *¿ “ ^ ’^ ’^ cos a / “ P’Z sin a = bg a -sin a cos COS sin a sin a sin -deci : sin a Pentru calculul deplasării orizontale /i , se aplică o forță orizontală egală cu unitatea în punctul o (fig , b) și se calculează eforturile în bare î Л = n gL = ; nl = -|- Rezultă ; Njj’/in’/cosoc , P ΡΊ cos α ;J - / cos α , & ¿Λ’Ά tg α E · A sin a SISTEME STATIC NEDETERMINATE GENERALITĂȚI Sistemele static nedeterminate (denumite și sisteme hiperstatice) studiate în rezistența materialelor sînt sisteme elastice la care nu se pot determina toate eforturile cu ajutorul ecuațiilor de echilibru ale staticii Atunci cînd numărul rcacțiunilor necunoscute, datorite legăturilor, este mai mare decît numărul ecuațiilor de echilibru static, sistemul este static nedeterminat exterior Gradul de nedeterminare este egal cu diferența între numărul de necunoscute și numărul ecuațiilor de echilibru Atunci cînd sistemul de bare conține contururi închise, nu se pot determina eforturile interioare, sistemul fiind static nedeterminat interior Un contur plan închis, solicitat de forte copia nare, este triplu static nedeterminat în continuare se vor considera numai sisteme de bare plane, solicitate de forțe coplanare, la care gradul de nedeterminare n este dat de relația : л = г -R c — c, unde r este numărul reacțiunilor exterioare, c — numărul contururilor închise, iar e = este numărul ecuațiilor de echilibru din statică METODA EFORTURILOR Se consideră un sistem static nedeterminat (s s n ) exterior înlocuind legăturile cu reacțiuni, în afara forțelor exterioare, asupra sistemului vor acționa m reacțiuni, pentru calculul cărora se dispune de trei ecuații de echilibru Pentru rezolvarea problemei, trebuie scrise încă (m — > ecuații, reprezentând condiții de deformație Se utilizează metoda eforturilor Sistemul static nedeterminat (s s n ) se transformă într-un sistem static determinat (s s d ) echivalent, prin suprimarea unui număr corespunzător de legături, care se înlocuiesc cu (m — ) forțe (sau momente) exterioare numite necunoscute static nedeterminate (reacțiuni hiperstatice) care se vor nota distinct cu (/ = , , m — ) Se scriu condițiile de echivalență între cele două sisteme, reprezentînd condiții de deformație pe direcțiile necunoscutelor static ne determina te Se rezolvă sistemul format din ecuațiile dc echilibru și condițiile de deformație determinînd reacțiunile și toate forțele exterioare ce acționează asupra sistemului static determinat echivalent Astfel, problema se reduce la studiul sistemului static determinat, echivalent De menționat că la sisteme static nedeterminate compuse din bare diferite, în general, se face un calcul de verificare a eforturilor unitare din bare, deoarece la scrierea condițiilor de deformație trebuie cunoscute modulele dc rigiditate ale barelor componente La sisteme formate din o singură bară sau din bare cu același modul de rigiditate, se poate face și un calcul de-dimensionare TEOREMA LUI MENABREA Condițiile de echivalență, între sistemul static nedeterminat dat și sis- ' ternul static determinat echivalent, se pot scrie utilizînd a doua teoremă a lui Castigliano ( ) La sisteme static ire detenni nate exterior, cu reazeme fixe, deplasările pe direcția necunoscutelor static nedeterminate sînt nule, deci condițiile de deformație se scriu sub forma : , =— = ( ) dx Relația ( ) exprimă analitic teorema lui Menabrea : valorile reacțiunilor hiperstatice corespund valorii minime a energiei potențiale de deformație Într-adevăr, relația ( ) indică o condiție de extrem a energiei de deformație Se demonstrează că acesta este un minimum dacă echilibrul este stabil în acest sens, teorema lui Menabrea corespunde principiului lucrului mecanic minim în cazul barelor solicitate la încovoiere, relația ( ) devine : f = > ( ) JEJ dX, l iar în cazul barelor cotite și al cadrelor, aceasta se extinde pe toate barele «componente : =o dX} l Teorema lui Menabrea se aplică și sistemelor static nedeterminate interior : valorile eforturilor static nedeterminate, care apar în barele unui sistem în echilibru stabil, fac minimă energia potențială de deformație APLICAȚIA I Se cere să se construiască diagrama momentelor încovoietoare la bara чііп figura , a Rezolvare înlocuind legăturile cu reacțiuni (fig , «), se pun în evidență patru reacțiuni, pentru calculul cărora se dispune de numai trei ecuații de echilibru Sistemul osie simplu static nedeterminat Se alege V drept necunoscută static nedeterminată și se notează Se desființează reazemul simplu din punctul și se construiește sistemul static determinat echivalent (fig , b) Forța exterioară acționează în capătul liber din punctul S Condiția de echivalență între s s n (fig ,a) și s s d (fig , b) este : - , deci, deși sistemul static determinat din figura , b are capăt liber în , se caută acea valoare a forței Xt care, acționînd asupra barei împreună cu sarcina distribuită q, face ca săgeata în punctul să fie nulă (ca și cum ar exista un reazem simplu) Conform relației ( ), pentru bara de secțiune constantă, condiția de deformare se mai scrie : i Ç n/t дМ ] , \ M dx == j o în secțiunea x, momentul încovoietor este : M(x) = X,-x - q—> iar derivata în raport cu forța XL este : гм = X дХг Condiția de deformatie devine : » Л ele unde rezultă : Din ecuațiile de echilibru se calculează apoi astfel că se poate construi diagrama momentelor încovoietoare (fig , c), pe baza căreia se face dimensionarea ibarei ECUAȚIILE CANONICE ? ALE METODEI EFORTURILOR Se consideră sistemul static nedeterminat din figura , a, la care se pune problema determinării rcacți-funilor Sistemul este dublu static nede-terminat Se construiește sistemul static determinat echivalent (lig , b) «unde necunoscutele static nedetermi-fliate s-au notat cu Χχ, respectiv Xa, Se formează apoi încă (rei sisteme, avînd aceeași rezem a re ca sistemul static determinat^ însă solicitate diferit : a) sistemul (numit și sistem de bază), solicitat numai de forțele exterioare aplicate inițial asupra s s n (fig , c) ; b) sistemul solicitat de o Corlă egală cu , aplicată în punctul și pe direcția lui (fig , d) ; c) sistemul , solicitat de o forță egală cu , aplicată în punctul și pe direcția lui X (fig , e) Condițiile de echivalență între s s n (fig , a) și s s d (fig , /;) se scriu : = ; Pn = , ( , ) deci s s d trebuie să aibă săgeți nule în punctele și , care în s s n corespund secțiunilor din dreptul reazemelor Utilizînd conceptul de coeficient de influență (v § ), în figurile , c — , e s-au notat deplasările în secțiunile și Astfel, S X reprezintă deplasarea în punctul produsă de o forță egală cu unitatea aplicată în secțiunea Generalizînd, S l reprezintă deplasarea în sistemul , măsurată în punctul și pe direcția lui X - Astfel, este deplasarea în sistemul , în punctul de aplicație și pe direcția de acțiune a lui etc Aplicînd principiul suprapunerii efectelor, relațiile ( ) se scriu : ( ) de unde rezultă necunoscutele static nedeterminate Xx și X Relațiile ( ) reprezintă ecuațiile canonice ale metodei eforturilor și pot fi generalizate ușor la sisteme cu un grad mai mare de nedeterminare Dacă se notează M°, și m momentele încovoietoare într-o secțiune oarecare a sistemelor , , respectiv (neapărat aceeași secțiune), coeficienții din ecuațiile ( ) se pot calcula cu metoda Mohr-Maxwell astfel : fflj*nî -dx , (v f jnpdx I O = % - ? EI ““ J E-I ( ) « f Μ°·ηίι·ά τ o o = \ !—; = J E-I I La acest rezultat se poate ajunge și pe baza teoremei lui Menacrea într-o secțiune oarecare a sistemului static determinat (fig , ă), momentul încovoietor se poate scrie sub forma : M° -ma · d x Af( r) /ΠχΆϊχ Ή °, ( ) Fig lui Menabrea cazul dM Л/ ам n — clx = particular al dx = încovoierii •obline : * dM — = m λΥ și făcînd înlocuirile în relațiile = m,, M care cu notațiile ( ) se transformă în ecuațiile canonice fl i V ' fr- / ■ b i J Í * · ( ) APLICAȚI/^ Se cere să se construiască diagrama momentelor încovoietoare la bara cotită din figura , a Rezol vare Se aleg reacțiunile Hk și VL drept necunoscute static nedeterminate, se transformă articulația în capăt liber și se construiește sistemul static determinat echivalent (fig , /;) Se construiește sistemul (fig, , c) și diagrama de momente încovoietoare M° (fig , d), apoi sistemul (fig, , e) și diagrama /nx (fig , f), și sistemul (fig , g) și diagrama (fig , //) Se calculează coeficienții ( ;)), utilizine! regula lui Vcieșceaghin , După înlocuire în ecuațiile ( ), se obține sistemul : cu soluțiile : Semnul minus arată că forța are sens contrar sensului indicat în figura , b Rezultă că sistemul static determinat echivalent are configurația din figura , z iar diagrama de momente este cea dată în figura / APLICAȚIA Să se construiască diagramele de eforturi N, T M la bara cotită din figura , a Rezolvare Sistemul este simplu static nedeterminat Se alege reacțiunea drept necunoscută static nedeterminată, se transformă articulația în reazem simplu? și se construiește sistemul static determinat echivalent (fig , b) Sistemul (fig , c) are diagrama de momente M° (fig , d), iar sistemul (fig , e), diagrama de momente ml (fig , f) Se calculează coeficienții de influență ( ) cu regula lui Vereșceaghin : ? E-I œ zT ~ Z( — Z)( — i) π Z - - Z(— -Z*)(— înlocuind în ( ), rezultă : Semnul minus arala că sensul lui A\ este invers decîl cel presupus inițial în figura , b Sistemul static determinai echivalent este prezentai în figura , , iar diagramele N, T, Λί— în figurile ,/ ,/, APLICAȚIA Sa se construiască diagramele de eforturi N T, M la bara cotită din figura , a Rezolvare Se alege reacliunea V drept necunoscută static nedelerminată (sisleinuk este simplu static nedeterminat), se transformă reazemul în capăt liber і’Ія și se construiește sistemul static determinat echivalent (fig , Z>) Sistemul (fig , c) are diagrama de momente M° (fig , d), iar sistemul (fig , e) diagrama de momente mt (fig , /*) Se calculează coeficienții de influență ( ) cu regula lui Vereșceaghin : Z(- P-Z) Z + - Ζ(- Ρ·Ζ) Ζ + Ζ(- Ρ·Ζ) Ζ + Z(- P-Z) zj = - P·/ , înlocuind în ( ), rezultă : Sistemul diagramele static determinat echivalent este prezentat în figura , g, iar Λ’, Τ, M — în figurile ,/uz,j APLICAȚIA Să se construiască diagramele de eforturi N, Τ, M la bara cotită din figura , a Rezolvare Sistemul este dublu static nedeterminat Se aleg reactiunile H și V drept necunoscute static nedeterminate, se transformă articulația în capăt liber și se construiește sistemul static determinat echivalent (fig , b) Sistemele , și sînt prezentate în figurile , c, e, g, iar diagramele corespunzătoare V O, mL și m ¿ — în figurile , d, f, h Se calculează coeficienții de influență ( ) cu regula lui Vereșceaghin : г i i io/ = L= — Z- Z- Z+ — Z- Z-Z- —· u E-I [ I E-I înlocuind în ecuațiile ( ), se obține sistemul : XL + Xa = P, Xi + lÎXa - P, de unde v Q P; Sistemul static determinat echivalent este prezentat în figura , i, iar diagramele N, Τ, M în figurile , j, /с, / Fig , APLICAȚIA Se cere să se construiască diagrama momentelor încovoietoare la cadrtl închis din figura , a, avînd lóate barele cu același modul de rigiditate* Rezolvare Se secționează cadrul prin planul orizontal de simetrie și se pune problema determinării eforturilor în secțiunile și (fig , h) Teoretic, jumătatea cadrului este triplu static nedeterminată, în fiecare secțiune aclio-nînd trei eforturi Datorită simetriei, forțele tăietoare sînt nule, forțele axiale se determină din ecuațiile de echilibru N=—, iar momentele încovoietoare sînt egale între ele Se alege valoarea lor comună ca necunoscută sta lie nedeterminată Condiția de echivalență între s s n din figura , a și s s d din figura , b impune ca în punctele și panta fibrei medii deformate să fie nulă Sistemul fiind simplu static nedeterminat, această condiție se scrie : Зю + · U —- Fig Se construiești' sistemul (fig, , , echilibrul este stabil; dacă Δπ , deci dacă variația energiei potențiale de deformație este mai mare ca lucrul mecanic al forțelor exterioare AWj > ALC, atunci configurația inițială este stabilă Dacă prin deformarea structurii Δΐνι Pcr, teoretic forma rectilinie reprezintă o configurație de echilibru Aplicarea forței transversale Δ ? face ca bara să părăsească forma rectilinie, să se deformeze foarte mult, ceea ce, în general, duce la rupere Forma rectilinie inițială reprezintă o configurație de echilibru instabil Dacă P = Pcr, bara poate fi deformată prin aplicarea forței AF, și orice formă deformată apropiată de forma inițială reprezintă o configurație de echilibru, căci forța critică Pcr corespunde echilibrului indiferent Dacă forța P este aplicată static, deci dacă valoarea ei crește monoton de la zero la valoarea nominală, forța critică Pcr se atinge atunci cînd este posibilă o configurație de echilibru curbilinie, deci cînd se pierde stabilitatea formei rectilinii în general, pierderea stabilității unei anumite configurații de echilibru a unui sistem deformabil, sub acțiunea forțelor aplicate, se numește flambaj Deoarece după flambaj se produc deformații mari, însoțite de eforturi unitare mari, flambajul duce în general la rupere sau pierderea capacității portante a structurilor deformabile Fenomenul de flambaj риг (cu bifurcarea echilibrului) descris mai sus este practic irealizabil Barele nu sînt riguros rectilinii, avînd deformații inițiale, iar forțele nu se pot aplica perfect axial în aceste condiții, practic se observă o încovoiere cu forță axială, care duce la flambajul prin clioer- gctiță· în acest caz, imperfecțiunile și sarcinile transversale produc o configurație inițială ușor deformată Forța axială produce un moment încovoietor care accentuează aceste deformații Creșterea deformațiilor duce la creșterea momentului încovoietor, care la rîndul lui mărește deformațiile Cînd P tinde spre Pcr fenomenul este divergent, deformațiile crescînd teoretic nelimitat CALCULUL SARCINII CRITICE PRIN METODA ENERGETICĂ Se consideră bara dreaptă, comprimată axial, din figura Forța critică de flambaj Pcr se determină din condiția de echilibru indiferent, egalînd lucrul mecanic al forței exterioare Pcr : Pe ~ P cr* U) cu energia potențială de deformație acumulată de bară în configurația curbilinie : z , \νΙ^{^^=—{Ε·Ι(υ''γάχ, ( ) J ΕΊ'\ ) unde s-a utilizat ecuația diferențială liniarizată a fibrei medii deformate ( ) Deplasarea и a punctului de aplicație a forței Pcr este egală cu diferența între lungimea barei l și proiecția fibrei medii deformate pe direcția de acțiune a forței Pcr Pentru un element de bară de lungime ds, se poate scrie : unde s-a utilizat ipoteza micilor deformații — = tg φ φ dx Deplasarea elementară este du = ds — âx =—cp -dx, deci deplasarea punctului de aplicație a forței critice de flambaj este : z и = Ç dzz = — Í (z/)*dx, J’ j o o iar lucrul mecanic al acesteia o ( ) Fig Mecanica șl rezistența materialelor — od, Egalînd ( ) și ( ), se obține expresia forței critice de flambaj : z Por = —t - ( ) ' f (y')Bd® ò Dacă υ( τ) este forma deformată exactă a barei, atunci relația ( ) dă valoarea exactă a forței critice de flambaj Dacă se utilizează o formă deformată aproximativă, relația ( ) dă o valoare aproximativă, întotdeauna mai mare ca cea exactă, aproximația fiind cu atît mai bună cu cit v(x) sc apropie mai mult de forma exactă Astfel, dacă se alege deformata exactă (v subcap ) v(x) = y Sin — > l atunci : · *— -— V cos O o o o sin dx = Z v, deci ecuația diferențială ( ) se scrie з fibrei medii deformate d y dx sau d ¿? dx unde s-a notat a = ( ) Soluția generală a ecuației de tip Euler ( ) este : Constantele de integrare Q și C se determină din condițiile la limită : Rezultă : C ¿ = și sin a Z = Deoarece C± (altfel bara nu ar fi deformată) și α ψ (căci P ), se obține sina-Z = ; α·Ζ = η·π (n = , , ), deci ecuația ( ) are soluții dacă : ( ) înlocuind ( ) în ( ) se obține expresia forței de compresiune la care forma deformată este configurație de echilibru : η Ί ( ) iar din ( ) rezultă deformata corespunzătoare : ( ) ¡v Constanta Cx nu poate fi determinată, deci poate fi aleasă arbitrar, ceea ce corespunde condiției de echilibru indiferent Această condiție se poate realiza numai pentru un șir discret de valori ale forței de compresiune ( ) : ρι= p == P p =QP Pn =iP-PL, cărora le corespund deformatele Pj(x) = Cx sin ; v ¿ = π ‘X ! SID Vn= Сг sin η-π, unde n este numărul de „semiunde“ Fig Valoarea minimă ( ) se numește forța critică de flambaj, deoarece la aplicarea statică a sarcinilor flambajul se produce la această valoare a forței de compresiune Dacă secțiunea transversală a barei are momente de inerție axiale diferite față de axe diferite, flambajul are loc în planul perpendicular pe axa față de care momentul de inerție este minim, deci relația ( ) se scrie : Γπ -E'Imin cr ~ ( ) în figura se prezintă patru cazuri de bare comprimate axial prin forțe aplicate la capete, indicînd și forma deformată după flambaj Calculul forței critice de flambaj pentru cazurile II, III și IV se face ca pentru bara articulată la capete (cazul I), utilizînd condițiile la limită corespunzătoare Expresiile forței critice de flambaj pentru toate cele patru cazuri se pot scrie sub forma : л min Cr ~ К ( ) unde lungimea de flambaj, reprezentînd lungimea unei seminude (distanța între două puncte consecutive de inflexiune) este lf = l (cazul I) ; lf = Z (cazul II); lf = -(cazul III); ί/==^·Ζ (cazul IV) Relația ( ) este formula lui Euler DIAGRAMA EFORTULUI UNITAR CRITIC DE FLAMBAJ j i * · sj * ¿ Se definește efortul unitar critic de flambaj, σ/ raportul între forța critică de flambaj Pcr ( ) și aria secțiunii transversale : este raza de inerție minimă a secțiunii ( ) ( ) Çfc Flambai ^F^mbaj Diarie elastic p \ i Fig stabilit pe baza ecuației diferen- Se introduce mărimea adimensională ( ) i» min numită coeficient de zveltețe sau coeficient de sub ți rime Cu această notație, relația ( ) devine : σζ=^£, ( ) Z fiind reprezentată grafic în coordonatele σζ — λ în figura Curba respectivă este o hiperbolă cubică, numită hiperbola lui Euler Deoarece formula lui Euler ( ) s-a ți ale a fibrei medii deformate, iar la deducerea acesteia s-a utilizat ipoteza elasticității perfecte, deci legea lui Нооке, rezultă că relația ( ) este valabilă pentru valori σζ mai mici sau egale cu limita de proporționalitate σΡ a materialului Se notează λ abscisa punctului de ordonată af = σΡ Rezultă că formula lui Euler este valabilă numai pentru valori λ > λ pentru care se spune că există flambaj elastic în zona pentru care λ σΡ, deci există flambaj plastic în domeniul flamba jului plastic, pe baza experiențelor efectuate de Tetmajer și Jasinski, se admite un traseu liniar al diagramei efortului unitar critic de flambaj, de forma : = a — ό’λ (daN/cm ) ( ) La materiale tenace, valoarea lui cy se limitează la valoarea limitei de curgere gc Se notează λχ abscisa punctului de ordonată σζ = tíc Pentru λ OL (ac = daN/mm ) , Oțel cu στ = daN/mm (oc — daN/mm ) , Oțel cu r = daN/mm (ac = daN/mm ) , Oțel cu % nichel , Oțel crom — molibden , Duraluminio f , La fontă se utilizează o relație parabolică = - λ + , λ (daN/crn ), cu λ = și Xi = în general, la piese de oțel λ λ , atunci flambajul are loc în domeniul elastic ; se calculează Pcr cu formula lui Euler ( ) și se împarte la forța P efectiv aplicată barei, iar cf trebuie să fie mai mare sau egal cu valoarea prescrisă Dacă λ , utilizarea formulei lui Euler a fost îndreptățită și dimensiunile calculate sînt corecte Dacă λ λ = Rezultă : min se poate utiliza formula lui Euler și relația ( ) min cav ^• - , «- = daN) - unde h‘b min == — = cm m I n —Ί = APLICAȚIA Să se dimensioneze bara din figura , din oțel cu secțiunea circulará cu diametrul d, dacă P = kN, λ = , σζ = — ί, λ (daN/cm ), Cf = , , — m, E = , -IO daN/cm Rezolvare Se presupune că flambajul are loc în domeniul mula ( ) : elastic, utilizînd for- nec }Cf - , - , -θ cm deci : ; d = , cm Se calculează min π -d apoi — = Se repetă calculele pentru d — cm : σζ = - , - , = daN/cm ; A = = , cm ; P" = - = daN Rezultă : = , > c, = , Se alege o valoare intermediară d = , cm APLICAȚIA Să se verifice coeficientul de siguranță la flambaj cf = , pentru bara din OL de profil U (fig , d), rezemată și solicitată ca în figurile , a, b și c Rezolvare Pentru profilul U , în anexa , tabelul se găsesc : A = cm , = , cm , imin = iy = , cm Pentru OL , coeficienții a, b, λ și λ sînt (tabelul ): a = daN/cm , b = = , daN/cm , = , λχ = , iar oc = daN/cm și E =° = , -IO daN/cm a) Pentru cazul de rezemare din figura , n lf — = cm Coeficientul de zveltețe : / λ = — = , > λ» = , ζπιίβ , arată că flambajul are loc în domeniul elastic Se calculează coeficientul efectiv de siguranță la flambaj / unde pentru Pcr se utilizează formula lui Euler ( ) : ~г-Е-ІтІп π*- , - ·- , „ Cr = -= -= , b ·λ)Α ( - , - , ) , p p p io ooo Se majorează dimensiunile secțiunii, trecînd la următorul profil, I cu caracteristicile : A = , cm , Imin = Iv = , cm , imin = iv = , cm Coeficientul de zveltețe este : Я · λ’= -A = — = , c-A - , o л Cf — — -= , P VIBRAȚIILE SISTEMELOR CU MAI MULTE ' GRADE DE LIBERTATE , VIBRATILE SISTEMELOR, CU MASE CONCENTRATE Deși structurile reale sînt sisteme continue, distribuția masei, rigidității și amortizării este uneori neuniformă, ceea ce permite descrierea comportării lor cu ajutorul unor modele matematice discrete, cu parametri concentrați, avînd un număr finit de grade de libertate Alteori, discretizarea se face pentru simplificarea studiului problemei, numărul gradelor de libertate ale modelului crescîn d odată cu precizia impusă calculelor Numărul gradelor de libertate ale unui sistem este egal cu numărul coordonatelor independente care definesc complet mișcarea sistemului în cele ce urmează se FÍU vor prezenta exemple de probleme privind vibrațiile sistemelor elastice cu două grade de libertate VIBRAȚII TRANSVERSALE în cazul cînd elementele elastice din sistem sînt bare solicitate la încovoiere, se poate utiliza metoda coeficienților de influență Fie sistemul din figura , format dintr-o grindă elastică de masă neglijabilă și două mase concentrate mt și m Se aleg drept coordonate independente z/ (/) și y (t), deplasările verticale ale celor două mase în figura , b s-au pus în evidență forțele de inerție ce acționează la un mo- Fig ment t asupra maselor în mișcare Forțele care acționează asupra barei se pot nota deci (fig , c) : Φ = —Și Φ = F(f) — ^ -ÿ ( ) Pe de altă parte, dacă se notează i} (i, j = , ) coeficienții de influență ai sistemului, reprezentînd deplasarea grinzii în secțiunea i produsă de o forță egală cu unitatea, aplicată în secțiunea j (fig , d și e), prin aplicarea principiului suprapunerii efectelor, deplasările celor două mase vor avea expresiile : — + Ф ‘^ > ( ) i) = Φι·δ ] + Φ ·δ ν înlocuind expresiile ( ) în ( ), rezultă ecuațiile diferențiale ale mișcării : + δ] ·ζη ·^ + ÿx = Sla-F(f), δ Γ^ι·ί/ι + S -m -ÿ + y = S a-F(/) ( ) Vibrațiile libere, în cazul vibrațiilor libere F(/) = , iar ecuațiile ( ) se scriu : διι·ηΐι·/?ι + ia-ma*//a + yx « , ♦ + ’/s = ( ) ( Interesează de soluții, în forma : condițiile în care este posibilă existența unui tip particular care masele /пх și m execută mișcări armonice sincrone, de Z/i( = δίη(ω·ί + ), J/a(O = a δΐη(ω·/ + ) ( ) în acest caz, raportul ÿ ( /l/i( es^e independent de timp, prin urmare configurația sistemului (forma deformatei dinamice) nu se schimbă în timpul mișcării, ci numai clongația mișcării acestuia înlocuind soluțiile ( ) în ( ), se obține sistemul : [ ( —ω ·δπ·ηι )α — ω ·δ ·ΠΊ ·α =* θ, —co“·δ Χ*mx·~H (I — û)z · δ •/n )u ~— θ» ( ) care are soluții nebanale numai atunci cînd se anulează determinantul coeficienților necunoscutelor și a Prin urmare, mișcări armonice sincrone sînt posibile numai dacă pulsațiile ω sînt soluții ale ecuației pulsațiilor : —ω * η·Γπι —ω ·δ ·/η —ω ·δ ·/η —· ^ *^^ ( ) care se mai scrie sub forma : ^ι·^ (δ>δ — δ )ω — (δη-Ші + δ «ζη )ω + = ( , a) Ecuația ( ) are două rădăcini reale pozitive, ω și ω , deci există numai două posibilități de a avea o mișcare sincronă înlocuind valorile și ω| în ecuațiile ( ), rezultă rapoartele : } Pi = - „( ) a ( ) Există deci două moduri de vibrație în care deplasările yjl) și y (i) sînt armonice sincrone Unul este caracterizat de pulsația ω celălalt de pulsația ω Deoarece acestea depind numai de parametrii sistemului, se numesc pulsații proprii Cea mai mică dintre acestea, ω se numește pulsație proprie fundamentală Forma celor două moduri de vibrație (forma deformată a sistemului în mișcare armonică cu una din pulsațiile proprii) este dată de rapoartele și μ , valorile și puțind fi alese arbitrar Numărul modurilor proprii de vibrație este egal cu numărul gradelor de libertate ale sistemului Soluția generală a ecuațiilor mișcării ( ) se poate scrie ca o combinație liniară a mișcărilor în cele două moduri proprii : ?/i( = sin^i·/ + OJ + C sin(oa·/ + a), / ( = Ci’Pi sincri + x) + ·μ ·βΐη(ω + ), de unde rezultă că, în general, vibrațiile libere nu sînt armonice Constantele de integrare și defazajele se obțin din condițiile inițiale ale mișcării (la t = ), APLICAȚIA Sa se determine modurile proprii de vibrație ale sistemului din figura , a Rezolvare Se construiesc diagramele de momente încovoietoare (fig , />, c) pentru bara încărcată ca în figurile , d și c și se calculează coeficienții de influență, utilizimi metoda Mohr-Maxwell și regula lui Vereșceaghin Se obține : а{ + (А — ω · )α = О, care аге soluții nebanale dacă ( ) ( ) Rezolvînd ecuația ( ) se obțin pulsațiile proprii ωί și ω Forma modurilor proprii de vibrație este dată de coeficienții de distribuție g( ) + c - ω* ■ Jfj «( ) τ + λ%-ω-·Λ n = - = și μ = — = a(D kt a( ) *s Ia APLICAȚIA ( ) Să se determine modurile proprii de vibrație ale sistemului din figura dacă JY = J = J = kgm, iar cei doi arbori au lungimea l = cm, diametrul d = cm și modulul de elasticitate transversal G = , - ° daN/cm · ί ι* * ’ · Rezolvare „ НГО— Q ] Constantele elastice ale arborilor sînt Ai = A\ = к =-—- l Д π * ~~ Ί (daNcm) = , - ° Nm Ecuația pulsațiilor proprii ( ) se mai scrie sau unde к Soluțiile ecuației caracteristice sînt : — )/ Л Q Q O Ц- j/ p soluțiile staționare ale sistemului ( ) se aleg de forma φ,(Ζ) = sin pt ; φ (/) = Φ sin pi, ( ) înlocuind ( ) și ( ) în ( ), rezultă sistemul algebric (Î —& 'Ф “Ь (^ — Л’Р“)Ф = ч-^n, cu soluțiile : ф = (*i + А'г — Λ’Ρ )(^ — ^ -ρ ) — Ài φ (Ài ~ (k\ “ c — Ά’Ρ-Χ^ ^ * pz) — cj care reprezintă amplitudinile vibrațiilor unghiulare ale discurilor Pe baza acestora se calculează amplitudinile momentelor de răsucire dinamice din arbori : Mtl = Jq I Фі I ; Mt = k I Ф - Фх I și amplitudinile eforturilor unitare tangențiale maxime : T w„ ’ Ta “"wȚ· ( ) ( ) ( ) APLICAȚIA Dacă asupra sistemului din figura , a acționează un cuplu armonic de amplitudine Jlta — Ю Nm și frecvență Hz, să se calculeze eforturile unitare dinamice din arbori Se consideră datele numerice de la aplicația Rezolvare Pulsația perturbatoare este : n"= ·π·ν = ·π· ■» rad/s - Mecanica çl rezistența materialelor - od XM = - , rad, Din relațiile ( ) se obține : Φι= — , rad; Φ ■apoi din relația ( ) Mti = , -lOM - “® = Nin, Mti = / == —p * / > ( ) unde pA este masa pe unitatea de lungime a grinzii în cazul ліЬгаІ,iilor forțate, Funcția y(;i\Q rebuie să satisfacă atît condițiile inițiale, la ( ) /'(··>■) ; c)l cit și condițiile la limită determinate de modul de rczemarc secțiune oarecare « ’ · Л'о> cele mai uzuale condiții la limită slot : a) încastrare rigidă : — săgeata este nulă, y(æe,i) = ; t • * — rotirea este nulă, — ; , ài ' x=xQ Pentru o ( , a) b) reazem simplu rigid (articulație) : — săgeata este nulă, ÿ(x ,i) = ; — momentul încovoietor M(x }l) = , deci— = ; OX Z=sZ c) capăt liber : » v ’ — forța tăietoare T(xQil) este nulă, —— = ; SX χ=χ ( , b) ( , c) —^momentul încovoietor M(x ,f) este nul, = = C = și ( ) în ( , a) Rezultă funcția proprie p(i) = C\ sin α,, τ = Cj sin ^-γ-—, ( ) unde, constanta arc o valoare arbitrară Funcția ( ) definește forma modurilor proprii de vibrație APLICAȚIA Să se determine modurile proprii de vibrație transversală la o bară de lungime Z și secțiune constantă, încastrată la ambele capete Rezolvare Condițiile la limită în acest caz se scriu : x = ; ρ( ) = ; re = Z ; p(Z) = ; Pentru primele două condiții, ecuațiile z/( ) = ; a'(Z) - ( , a și b) dau înlocuind C = —C și C = -Ci în ecuațiile ( , a și b), din ultimele două condiții rezultă sistemul algebric omogen : Ci(sin aZ — shaZ) + C (cos aZ — chaZ) = , Cj/cos aZ — chaZ) + C (—sin aZ — shaZ) = Condiția de a avea soluții nenule se scrie : sin al — shaZ cos aZ — chaZ cos aZ — chaZ —(sin aZ + s = , care se aduce la forma : cosaZ chaZ = Ecuația de mai sus are ca soluții (v fig ) arZ = β, = , ; α ·Ζ = β = , ; αη·Ζ = η саге introduse în relația ( ) permit calculul pulsațiilor proprii Funcțiile proprii au expresia : υ(χ) = sin arc — sharc (cos arc — charr) sin aZ — sh a, cos aZ — ch aZ METODA LUI RAYLEIGH La nu sistem conservativ (fără disipare de energie și fără forțe „urmăritoare/'), care execută vibrații libere, energia totală este constantă Energia cinetică maximă (la trecerea prin poziția de echilibru static) este egală cu energia potențială maximă (în poziția de elongație maximă) : Wc = W, cmax "max ( ) Considerimi că sistemul elastic vibrează în modul propriu fundamental, relația ( ) permite calculul pulsației proprii fundamentale Energia de deformale la încovoiere pentru bare drepte cu secțiune constantă se scrie sub forma : Wp Μ «dx C(E-Izy E-IZ J Ε·ΙΖ y V x I dx = unde s-a utilizat relația ( ) Energia cinetică are expresia : % Wc = y *Ax =ζζ/ ·άτ în cazul vibrației într-un mod propriu de vibrație, toate punctele barei execută mișcări armonice sincrone înlocuind ( ) în expresiile energiilor ( ) și ( ) se obține : wv wc υ-·άχ de unde rezultă valorile maxime ale celor două energii : WP = pmax o ( ) Wc = ω cmaz ( ) Egalînd expresiile ( ) și ( ), conform egalității ( ), rezultă : (p") dx ω = - ( ) ρ·Α J v -dx l în cazul cînd de bară sînt atașate i = , N mase concentrate, astfel îneît masa este dispusă în secțiunea xit unde bara are săgeata vi = y(æi), expresia ( ) devine : N W‘max = ω ·dx -h у ·»?, I i=l I iar pulsația proprie fundamentală se calculează cu relația : I ω- = - N p AJp’-dx + ίη(·ΐ)? I ί= ( ) Dacă în formulele ( ) și ( ) funcția v(x) este deformata dinamică reală a sistemului, se obține valoarea exactă a pulsației proprii fundamentale Rayleigh a arătat că alegînd o funcție v(x) aproximativă, dar apropiată dc cea reală și îndeplinind condițiile la limită geometrice, relațiile ( ) și ( ) dau o valoare aproximativă a pulsației proprii fundamentale, apropiată de cea exactă și totdeauna mai mare Acest rezultat se explică prin aceea că orice deviație de la deformata dinamică reală necesită legături adiționale, condiție care implică rigiditate mai mare și deci pulsație proprie mai mare în general, utilizarea deforma-tiei statice a barei cu aceeași rezemare conduce la o valoare suficient de pre- Э * , t - » cisă a pulsației proprii APLICAȚIA Să se calculeze pulsația proprie fundamentală a vibrațiilor transversale ale unei bare de secțiune constantă, simplu rezemată la capete, alegînd o deformată de forma : p(x) = vQ sin Rezolvare Se calculează derivata a doua a funcției ( ) : înlocuind ( ) și dx v sin ( ) în expresia ( ), se obține : , πχ , sin -dx o , πχ sin -dx o deci, pulsația proprie fundamentală este : Întrucît funcția aleasă ( ) este chiar cea reală, s-a obținut valoarea exactă a pulsației ωχ Fig APLICAȚIA Să se calculeze pulsație proprie fundamentală a vibrațiilor transversale ale barei în consolă din figura Rezolvare Dacă se alege o funcție de forma : atunci ρ"(·τ) și înlocuind în ( ), se obține : i z deci : , Față de i , valoarea exacta - eroarea este de , % Dacă aplicată la capătul liber, a(x) se alege deformata statică a unei grinzi în consolă, cu o fort se obține v(x) ( } l ( ) z deci : cu o eroare de numai , % față de valoarea exactă Comparînd relația ( ) cu formula pulsației proprii a sistemului cu un grad de libertate, rezultă că, în cazul în care se admite funcția ( ) pentru e ormata sistemului, bara cu masa distribuită este echivalentă cu o bară de greutate neglijabilă avînd o masă— ρ·Α·/ = , βρ·Λ·Ζ concentrată la capătul liber, VIBRAȚII LONGITUDINALE Fie о bara de secțiune constantă, avînd dimensiunile transversale mici în comparație cu lungimea Sub acțiunea unor solicitări axiale se produc deplasări u(x, /) în lungul barei, care sînt funcție de poziția x și de 'timpul t Se consideră un element de bară de lungime dx (fig ) Dacă secțiunea x are o deplasare u, atunci secțiunea x + dx va avea o deplasare и + (ôu/Sxidx Rezultă că, în noua poziție, elementul dx și-a modificat lungimea cu (du/dx)dxt * dU Aplicînd legea lui Нооке deci deformația specifică este N , du σ dx E și derivînd în raport cu x se obține : d u dN dx E -A dx Ecuația de echilibru pe direcția x se scrie utilizînd principiul lui bert : d'Alem- iV + AiL — N — o · A · dx · ¿i = , dx j i ii v л de unde rezulta : =ρ·Α dx · di dN Eliminînd — între expresiile ( ) și ( ), se obține ecuația c)jc țială a vibrațiilor longitudinale libere : d u di дЧі dl care se mai serie : c ( ) di fe re n- ( ) ( ) dsu dx d u dx unde с ~ Д/—-este viteza de propagare a undelor de tensiune în bară Pentru determinarea modurilor proprii de vibrație, se caută soluții de forma : n(o?, /) = U(x) ίη(ω·ί + ) ( ) înlocuind ( ) în ecuația ( ), rezultă : avînd soluția generală : U(x) = Cj sin — X + C’ cos — X ( ) Constantele de integrare C\ și C se determină din condițiile la limită z pentru capăt liber : σ=Ε·ε=Ε— = , deci — = · aæ ax ’ pentru încastrare : и = APLICAȚIA Să se determine modurile proprii de vibrație longitudinală la bara încastrată la un capăt și liberă la celălalt Rezolvare Condițiile la limită se scriu : и = la X = , — = la X = l dx Rezultă : C = și Q — cos — = c c Deoarece, pentru a avea vibrații, trebuie ca C condiția : cos -== sau ω„·Ζ Pulsațiile proprii au expresia : ( ) unde n este ordinul modului de vibrație Funcția proprie corespunzătoare D(x) = Q sin =· C, sin —~ · i Similar se tratează problema vibrațiilor torsionale ale ( ) barelor drepte SOLICITĂRI DINAMICE COEFICIENTUL DINAMIC Variația în timp a forțelor exterioare aplicate sistemelor elastice produce mișcarea relativă a elementelor componente ale acestora, ceea ce impune considerarea efectului forțelor masice și al propagării undelor elastice După cum este necesară sau nu introducerea efectului forțelor masice, calculul de rezistență se face la solicitări dinamice sau la solicitări statice Solicitările dinamice se grupează în trei categorii : a) Solicitări prin forțe de inerție constante, produse Ia piese în mișcare, ale căror accelerații depind foarte puțin de deformabile pieselor Acestea se întîlnesc la piese în mișcare de rotație cu viteză unghiulară constantă (palete de turbină, pale de elice, discuri sau volanti) sau în mișcare de translație cu accelerație constantă (cabluri de macara sau de ascensor) b) Solicitări prin șoc, produse de sarcini cu variație bruscă în timp, de durată inferioară perioadei proprii fundamentale de vibrație a sistemului Acestea se întünesc la ciocnirea corpurilor, ciocane pneumatice, utilaje de forjă, solicitări prin unde de șoc, manevrări bruște etc c) Solicitări prin forțe periodice produse în piese în vibrație, sub acțiunea forțelor datorate dezechilibrului sau dezaxării, a pulsațiilor fluidelor în conducte sau a altor forțe perturbatoare periodice care apar în timpul funcționării mașinilor Problemele de solicitări dinamice se rezolvă prin reducere la probleme de solicitări statice Se determină o sarcină fictivă Pd, care, acționînd static asupra unei piese, produce aceleași deformații și eforturi unitare ca și sarcina reală P care acționează dinamic Se stabilește relația : Pd = ψ·Λ ( ) în care ψ se numește coeficient dinamic în cazul șocurilor, acesta mai poartă numele de multiplicator de impact Dacă forța P aplicată static produce efortul’ unitar Pd=i>-P aplicată static produce efortul unitar atunci forța σώ=ψ·σ ί, ( ) egal cu efortul unitar produs de forța P aplicată dinamic Valoarea coeficientului dinamic ψ depinde dc legea de variație în timp a sarcinii dinamice și de caracteristicile dinamice ale piesei solicitate , SOLICITĂRI PRIN FORȚE DE INERȚIE CONSTANTE Piesele în mișcare de translație cu accelerație constantă, sau în rotație cu turație constantă, sînt solicitate prin forțe masice constante Se calculează forțele de inerție și se adaugă forțele statice, cfcctuînd calculul de rezistență la fel ca Ia solicitări statice I CALCULUL UNEI BARE IN ROTAȚIE Gj- COnst Se consideră o bară dreaptă, cu secțiunea constantă A, care se rotește într-un plan orizontal, cu viteza unghiulară ω « = const în jurii punctului (fig ) Asupra unui element de lungime dx acționează forța de inerție dF ( ) l J unde Fi este lorța de inerție corespunzătoare masei A ψ ç-x -situate sub secțiunea x » Fig Relația ( ) se poate'scrie sub forma : ( ) inule ψ oslo coeficientul dinamic Eforturile unitare se calculează cu relația ( ) unde ( ) La coborîrca sarcinii, accelerația « τ, m ω ’ ceea ce se deduce direct din relația ( ), considerînd că masa are depla sare nulă și viteză inițială dy la momentul t = τ УІЧ Viti У rtn Se presupune că la t = , z/ == ÿo în relația ( ), rezultă constantele expresia deplasării masei m este : însum înd efectele tuturor impulsurilor infinitezimale între momentele τ = și τ = /, se obține expresia deplasării masei m sub acțiunea forței F(i), sub forma integralei de convo-luție : ÿ( — -\F(t)sih ω(/ — r)dr ( ) ω J o RĂSPUNSUL LA O FORȚĂ CONSTANTĂ APLICATĂ BRUSC Se consideră sistemul din figura , solicitat de o forță concentrată constantă F(t) = F, sub formă de treaptă (fig , a) Ecuația diferențială a mișcării este : + k-y = F, avînd soluția generală : ( ) = înlocuind aceste condiții initiale * J w · JP de integrare C, = și C ,= , deci □ y(/) = ț-(l -cos в ' • «r fiind reprezentată grafic în figura , b Dacă forța F ar fi aplicată static, ar produce o deplasare yst = ( ) Raportul între săgeata dinamică și cea statică este factorul de amplificare : τί У( j =— = — cos ω/ y,t ( ) Valoarea maximă a factorului de amplificare se numește coeficient dinamic: Ψ = Γ?ηα τ = · ( ) într-o secțiune oarecare x (fig ), efortul unitar dinamic maxim este : — ψ· td, deci după încetarea acțiunii forței, condițiile inițiale ale mișcării se determină înlocuind t = în expresia ( ) și în expresia derivatei acesteia în raport cu timpul Se obține : F ( sin ω td Ϊ Уо — — \ — cos ω/л ? • * l J · F Í i cos deci factorul de amplificare este : Г s= [sin (ùtd — sin ω(Ζ — Z )] — cos ωΛ ( ΏΟί » Fie t G Fie L Din relațiile ( , ) și ( ) rezultă că factorii de amplificare sînt funcții de timp Anulînd derivata în raport cu timpul a funcției Γ(/), se obține timpul t)n> măsurat din momentul aplicării forței, după care apare răspunsul maxim înlocuind această valoare în expresia factorului de amplificare, se Obține coeficientul dinamic : Ψ == max ~ I ((wj)· ( ) în figura , se prezintă variația lui ψ în funcție de raportul—, unde T “ c *ί * ' ' ' > Í ** ■ ’ ■ ’ ' ‘' ' X · ч ’ I / * *· - =— este perioada proprie de vibrație a sistemului în figura se arată Cû variația raportului у în funcție de Acest tip de diagrame sînt deosebit de utile în proiectare, deoarece este suficient să se cunoască T și td pentru a se calcula tm și ψ Efortul unitar dinamic maxim se calculează apoi cu relația ( ) In figurile și se dau diagrame similare pentru o forță impulsivă dreptunghiulară Pentru alte legi de variație în timp a forței F(t), valorile lui ψ se calculează cu ajutorul metodelor numerice, utilizînd calculatorul ж * ж л s - - f > s * Fig (d , , , Fig Fig APLICAȚIA Sistemul din figura , a este format din o greutate P = daN, atașată la mijlocul unei grinzi din oțel, cu lungimea l = cm și diametrul d — mm Asupra sistemului acționează forța F(i) avînd variația în timp ca în figura , b Se cere valoarea efortului unitar maxim din bară Rezolvare = , cm , Iz , cm Constanta elastică a barei este • W £ * /, unde Fo «=· daN, iar p = -^—, coeficientul dinamic va fi: s σ»ιατ — Ί" σ,ί - tS , » V , J Efortul unitar static maxim produs de Fo în secțiunea din încastrare este · - = ^=^= = , ^ Wf Wx , cm unitar dinamic produs de forța Fosinp·/ în secțiunea încastrării P Efortul este : Efortul anterior : Efortul оз = ψ · ast — , * , = , —— · cm unitar static produs de P în încastrare a fost calculat la punctul σ; = , —· ■ cm unitar total maxim & max în secțiunea din încastrare este · · » = , + , = , — · cm OBOSEALA MATERIALELOR % · · · · · REZISTENȚA LA OBOSEALĂ Prin oboseală se înțelege micșorarea proprietăților de rezistență ale materialelor sub efectul solicitărilor variabile în timp Considerînd cazul particular al soliei țărilor variabile periodice (fig ), se definesc amax — efortul unitar maxim, " ' σΜ =~(σηαχ + σ„ίη) — efortul unitar mediu și σ plitudinea efortului unitar Un ciclu de solicitare variabilă, de durată este complet definit prin două mărimi : ) (fig ) Cazuri particulare importante sînt ciclurile alternant-simetrice (R = — ) ciclurile pulsante (R = ) și solicitarea statică (R = + ) Caracteristica mecanică a unui material care definește comportarea acestuia la solicitări variabile este rezistența la oboseală Rezistența la oboseală cR este cea mai mare valoare a efortului unitar maxim amax al ciclurilor de solicitări variabile care, acționînd timp nelimitat asupra unei piese, nu produce ruperea prin oboseală Rezistența la oboseală la solicitări prin cicluri alternant simetrice se notează cu σ ! (sau t-J, iar prin cicluri pulsante cu σ (sau τ ) Determinarea experimentală a rezistenței la oboseală a metalelor (conform STAS - ), se face prin încercarea la încovoiere rotativă, trasînd o diagramă în coordonate amax — N (N = numărul de cicluri pînă la rupere), numită curba lui Wohler (fig ) Punctul A corespunde unei epruvete care, solicitată cu σ„ιαχ = σΑ și un anumit R, se rupe după N A cicluri Punctul В corespunde altei epruvete care, solicitată cu amax = σΒ = σΑ — — ( ) daN/mm și același R, se rupe după NB cicluri Pentru fiecare epruvetă încercată se marchează un punct pe diagrama & max N Curba trasată prin aceste puncte are în general o asimptotă orizontală Ordonata acesteia reprezintă valoarea lui σιηαχ pentru care ruperea nu se mai produce, fiind deci egală cu rezistența la oboseală aR Practic, pentru măsurări mai precise, la fiecare nivel de solicitare se încearcă mai multe epruvete, curba trasîndu-se prin punctele cu probabilitate maximă de rupere în prezent se utilizează și metode rapide de încercare la oboseală Prezentarea acestora se face în monografii de specialitate [ ] DIAGRAMA REZISTENȚELOR LA OBOSEALĂ Pentru o anumită solicitare (întindere, încovoiere, răsucire), rezistența la oboseală a unui material variază cu coeficientul de asimetrie ? Reprezentarea grafică a acestei dependențe se face prin diagrame ale rezistențelor la oboseală Diagrama lui Haigli (fig ) se trasează în coordonate " σα Coordonatele unui punct (σθΛ/, σ„»Λ/) definesc complet ciclul de solicitare variabilă reprezentat prin punctul M = σΛ « Зе Paraboloid de rotație AAŒXA II Momentele de inerție ale diferitelor figuri geometrice Figura W» * Profilul Axa Momentul de inerție geometric mecanic • • p Z / Axa Δ M — ZI l·- J iJ Z zs Axa Δ M Linii i -X * P o Zs e Axa Δ sin α M — sin α p* \ \ Δ \ + dZ + /») Í i*\ M Axa Δ b(bj -/tJ) -,J'’ + ASS — M -=■ ’ Ih+h, Axa Δ —•[(ta? sin ’a — Mdjsln’ a ANEXA II (continuare) Trap e z isosccl Cerc Coroană circulară Baza mică b Axa Ox Axa Oy Polul O Axa Ox Axa О у Polul O Axa Ox Axa Oy Semicerc γ Sfert de cerc Elipsă Ÿ Axa mică Oy Baza mare В Axa Ox Axa Oy Axa GXj Axa Ox Axa Oy Axa Gx, Axa Gz/j Axa mare Ox I i - b -ЛѴВ+ Z>) Mh——— В * b ,,,, B + b - h B + b) Mh — В - b /¡ irlB + Bb + b ¡ — Mii ! B+b (B+b) M - h - M(B + b ) В - b I — rcr — Mr — кг — Air -rc(fi -r ) M(R + r’) -π(ί? —г ) J M(B - r ) — кг — Air fl I r i КГ Mr [ π / L — J πΓ — Mr (π A í A г — Mr i , π J к — παδ — Alb — π« /> — Af«s ANEXA lì (continuare) AxaȚOx — ab* Axa Oy — a*b Axa Ox — r ( a— sin a) • i Axa Oy — r ( a +sin a) Axa Ox — sin a— f Ì — — I sin a -|—s m a I [ J Axa Oy r A Ì — r a sin a Axa Ox -i- abc(b + c ) Axa Oy abc(c + a ) Axa Oz abc(a -|- b ) Axa Oz — πΓ*Λ Axa Ox Axa Oy Axa Δ πΓ λ( ρ + Λ ) В * Axa Oz — πΛ(Ή — г ) π( ? — г ) Λ — Mb — Ma α sin α—sin α Mr sin α—sin α α — sin α — Mr Cilindru Μ (R Cilindru gol Segment de cerc Axa Ox Axa Oy Paralelipiped a—sin a , , / sin a Mr Parabolă Sector circular sin α Mr ANEXA II (continuare) Axa Piramidă dreptunghiulară Cou circular drept Trunchi de con Sferă Sferă goală Semîsfcră И Axa Οζ Polul О Tangenta Polul O Axa x Axa ij Axa Ox Axa Oy Axa Oz — abh I b -Ι-βΟ l — πΓ λ nR — πί? — π( ? — г ) — ΤΓ-Η — Μ( Ζ> - Λ ) — Mr Μ MR MR AIR Μ Β — г — Μ - г MR ANEXA Tabelul Rezistente admisibile pentru unele materiale folosite în construcția de mașini Materialul Caracteristici mecanice Rezistențe admisibile la tracțiune, σα/, daN/cm pentru cazul de încărcare Celelalte rezistențe admisibile Observa ții STAS Q Ο Ή ω d •Г- ·“— xl x x x x x kg/m cm , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , I , , , , , , , , , , , , , , , , , Masa este calculată pentru dimensiunile nominale, pe baza densității de , kg/dm\ ANEXA (continuare) cu aripi nco(jalo - ) Tabelul Unghiul dc Mărimile statice pentru axele ele încovoiere α ! — X У - У v — F V - V înclinare a axelor tg α h w X ç lu Λ ifr cm cm cm cm cm cm cm cm cm cm % , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , * , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , J , , , , , , w ΑΧβΧΑ ' (continuare) Oțel U (după STAS - ) I = Moment de inerție | W = Modul de rezistență I l Raportate la axa de F~ i încovoiere respectivă — = Rază de inerție ! A Tabelul Simbol U Dimensiuni, mm в Aria secțiunii cm Masa G kg/m Mărimi statice pentru axele de încovoiere cm’ e F cm Simbol U X — X y—y • h b d i r cm " cm • cm cm W V cm cm , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , Í , , , , , , , , , «мм» I , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , i , , , , , , , , , , , , , • , Ì , , , Masa teoretică este calculată cu densitatea de , kg/dmJ Dimensiuni, mm Simbol b AiV/îXA (continuare) Oțel I (dupa STAS G - J ) I = Moment de inertie IV = Modul de rezistentă — Rază de inertie Aria secțiunii cm Raportate la axa de încovoiere respectivă Tabelul Mărimi statice pentru axele de încovoiere Masa kg/m » X — X • I w • •z X X X cm cm cm У - У • I W • l У У y cm cm cm cm , Simbol W Í F - I , , , , , , , , , , , , , J , [ , , , , , , , , Masa teoretică este calculată cu densitatea , kg/dm , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , BIBLIOGRAFIE Am equi η, R et Boutiguy, J Mécanique , , Librairie, , , Paris Appel, P Traité de mécanique rationelle Gauthier Villars , Paris Atan asi u, M Mecanica Editura didactică și pedagogică, București, Bălan, Șt Culegere de probleme de mecanică Editura tehnică, București, В ă a n, Șt și B e i u P a a d i, E Curs de mecanică teoretică Tipografia învăță- mîntului, București, Bălan, Șt Lecții complementare de mecanică Editura didactică și pedagogică, Bucu- rești, В ă a n, Șt și I v a n o v, I Din istoria mecanicii Editura științifică, București, Beer, P , Ferdinand, E și Russe! Johnston J r Mechanics for Engi-neers, Ed Mc Graw-Hill-Book Company Inc , New York, B e e ș, A și Bălan, Șt Mecanica teoretică și aplicată, Editura C F R , București, B e e ș, A A și Vo i n e a, R Rezistența materialelor, vol II Editura tehnică, Bucu- rești, Boiangiu, D și Murgulescu, S Mecanică, vol I, II și III, Litografia, I P B Bradbury, I C Theoretical Mechanics Ed John Wiley — New York, Brillouin Leon T ensor s in Mechanics and Elasticity — Academic Press— New York, B u c h o z, N N și alții Culegere de probleme de mecanică rațională (traducere din limba rusă) Editura tehnică, București, B u г i e a n u, Șt Curs de mecanică rațională, vol I, II București, B u z d u g a n, G h Rezistența materialelor Editura tehnică, București, Buzdugan, G h și alții Culegere de probleme de rezistența materialelor, ed VIII Editura didactică și pedagogică, București, B u z d u g a n, G h Calculul de rezistență la solicitări variabile, ed Editura tehnică, București, C a i u s, I a c o b Mecanica teoretică Editura didactică și pedagogică, București, C e a u ș u, V și alții Culegere de probleme de mecanică Statica Litografia I P B , Ciorănescu, N Curs de mecanică rațională Caietul II Statica Politehnica București, Denis, P a p i n, M și K a u f m a n, A Cours de calcul tensoriel applique Edition Albin Michel, Paris, Denis P a p i n, M și Kaufman, A Cours de calcul matriciel appliqué Edition Albin Michel, Frății ă-V o i c u e s c u, Mariana Curs de mecanică tehnică Statica Litografia I P B , București, Fe od osi ev, V Rézistance des matériaux Edit MIR, Moscou, Gabos, Z , M a n g e r ο n, D , Stan, I Fundamentele mecanicii Editura Academiei București, G h e c r g hi u> G lu T lu Cnrs de matematici speciale Litografia I P B , București, » G V tu й n О S с u-I о n eseu Luci a, R u s i u G h , T i p c r c i u c G h Mecanica Muică, Partea I Litografia» I P B , lo achí mos CU, A Mecanica rațională Biblioteca Gazetei matematice Imprimeria națională, București, Li V ovski, L Curs (ic mecanică și teoria elasticității Litografia Institutului de Petrol șl Gaze, Landau, L și Lifșitz, F Mecanica (traducere din limba rusă) Editura tehnică, București, Lai ți ans chi, L și Lurte, A I Kiirs ieoreiiceskoi mehaniki, vol I, II Gosteh- i’zdat» Moskova, » M a n g c r о n, D și I r i m i c i u c, N Cars de mecanică rațională cu aplicații în ingineria mecanică Litografia Inst Politehnic Gh Assachi, Iași, L M o ș c e г s к i, h V Recueil des problèmes de mécanique rationelle Edition MIR, Moscou, Nckrasov A L Curs de mecanică teoretică (traducere din limba rusă) Editura teh- nică, București, NI as sonnet, C h Rèsisi mee des matériaux, vol I Dunod, Paris, , vol II Science et Littres, Liège, Nihoul I C Jacques Cours moderne de mécanique rationelle Edition Albin Michel, Paris, Newton, I s s a c Principiile matematice ale filozofiei raționale (traducere din limba engleză) Editura Academiei R S R , O n i c e s c u, O Mecanica Editura tehnică, București, Pele cu di Cristian Mecanisme spațiale Editura Academiei R S R , București, L Plăcinte a nu, I I Mecanica vectorială și analitică Editura tehnică, București, R ă d oi, M , D e c i u, E , V o i c u c s c u, D Curs de mecanică, Statica și Cinema- tica, Litografia I P B , R ă d o i, M și Deci u, E Mecanica Editura didactică și pedagogică, București, R ă d o i, M și P o p e s c u, B Mecanica, vol I Editura didactică și pedagogică, București, Roșea, L, P a n d r e a, N Curs de mecanică tehnică, partea I Litografia I P B Sari an, M, G a r a g h e о г g h e, E , Boiangiu, D D , V o i c u e s c u, D și alții Probleme de mecanică Editura didactică și pedagogică, » baria n, NI·, В o i a n g i u, D D și colectiv Culegere de probleme de mecanică Editura didactică și pedagogică, S a r i a n, M Mecanica și rezistența materialelor, vol I Editura didactică și pedagogică București, P Culegere de probleme de mecanică Litografia Institutului politehnic Brașov L S t a i c u, Șt Mecanica tehnică Litografia I P B București, Stan, A și G r u m ă z e s c u, M Probleme de București, mecanică Editura didactică și pedagogică, Stoc nes cu, Alex, și S i a ș, G h Mecanica teoretică, ed III Editura didactică și pedagogică, București, Stoenescu, A , Buzdugan, G h , R i p i a n u, A , A t a n a s i u, M Culeqere de probleme de mecanică teoretică, Editura tehnică, * J Stoenescu, Л și alții Culegere de probleme de mecanică teoretică Editura x și pedagogică, București, «macuca Sus Iov, K G Mecanica rațională (traducere din limba rusă), vol I П tehnică, ’ Editura — Mecanica șl rezistența materialelor — cd Târg, S I Eléments de mécanique raiionelle Edition МШ, Moscou, Timo sh en ko, S P Théorie de l'élasticité Librairie Politechnique Ch Béranger, Paris, Timoshenko, S P și Y о u n g, H Mécanique de l'ingénieur Librairie Politech- nique Ch Béranger, Paris, T i m о s h e n к о, S P Résistance des Matériaux vol I, IL Librairie Polytechnique Ch Béranger, Paris, Liège, Yâlcovici, V Curs de mecanică, vol I Litografia învățăm întului, București, V â c о V i ci, V , Bălan, Șt , V o i n e a , R Mecanică teoretică, ed III Editura tehnică, București, Voinarowski, R Mecanica teoretică Editura didactică și pedagogică, București, V o i n e a, R Mecanică teoretică, vol I și II Litografia învățămîntului, București, V o i n e a, R , V o i c u e s c u, D , C e a u ș u, V Mecanica Editura didactică și pedagogică, București, Voiculescu, D , E n e s c u, N , Zamfir eseu, E Mecanica și rezistența mate- rialelor Statica Litografia I P B , * * * Manualul inginerului mecanic, vol II Editura tehnică, București, * * * STAS - Mecanica teoretică Terminologie și simboluri CUPRINS Prefață Obiectul mecanicii Concepte din mecanică Sisteme de referință Principiile mecanicii Diviziunile mecanicii Sisteme de unități de măsură Partea I STATICA » riv Lf I * В ■ ' * ·' · Ecuația generală a firelor Ecuațiile diferențiale ale firelor în sistemul de coordonate carteziene Ecuațiile diferențiale ale firelor în coordonate intrinseci Cazul firului omogen greu Lănțișorul Ecuațiile aproximative ale firelor $ Partea a Il-a CINEMATICA Cinematica punctului material Studiul mișcării punctului în coordonate carteziene , Ecuațiile mișcării ♦ , , Traiectoria , , , Viteza instantanee a punctului mobil Accelerația instantanee a punctului mobil ' Spațiul (distanța) paren r Viteza și accelerația unghiulară Viteza și accelerația areolară Unități de măsură Studiul mișcării în coordonate intrinseci Studiul mișcării în coordonate polare Mișcări particulare ale punctului Mișcarea rectilinie uniformă Mișcarea rectilinie uniform variată Mișcarea circulară , Cinematica corpului solid rigid Noțiuni generale Mișcarea de translație a unui corp solid rigid Mișcarea de rotație a solidului rigid în jurul unei axe fixe Mișcarea elicoidală Ю Mișcarea elicoidală simplă ' Mișcarea elicoidală instantanee Mișcarea plan-paralelă (plană) Distribuția vitezelor “ Distribuția accelerațiilor în mișcarea plan-paralelă Metode grafo-analitice pentru determinarea distribuției vitezelor și accelerațiilor punctelor unui corp solid ce are o mișcare plan-paralelă Mișcarea de rotație a unui corp solid rigid în jurul unui punct fix Mișcarea generală a unui corp solid rigid Mișcarea relativă a punctului material Partea a III-a DINAMICA Dinamica punctului material Legea fundamentală a dinamicii în cazul punctului material liber Mișcarea punctului material în vid ' Mișcarea punctului material supus la legături Teoremele generale în cazul punctului material Mișcarea unui punct material sub acțiunea unei forțe centrale Generalități Ecuația lui Binet Mișcarea sub acțiunea forței centrale de atracție newtoniană Mișcarea rectiline oscilatorie armonică * * Mișcarea rectiline oscilatorie armonică neamortizată * Mișcarea rectilinie oscilatorie armonică cu forța perturbatoare Mișcarea rectilinie oscilatorie liberă amortizată (fără forță perturbatoare) Mișcarea rectilinie oscilatorie amortizată sub acțiunea unei forțe perturbatoare sinusoidale Sisteme analogice Dinamica mișcării relative a punctului material Momente de inerție Generalități Variația momentelor de inerție mecanice în raport cu diferite sisteme de referință Impulsul (cantitatea de mișcare), momentul cinetic, energia cinetică și lucrul mecanic în cazul unui sistem de puncte materiale sau de corpuri Impulsul ^ Momentul cinetic Cazul mișcării de translație Cazul mișcării de rotație în jurul unei axe fixe Cazul mișcării generale Lucrul mecanic Lucrul mecanic elementar al unui sistem de forțe ce acționează asupra unui corp solid rigid Puterea Randamentul mecanic Energia cinetică Cazul mișcării de translație Cazul mișcării de rotație în jurul unei axe fixe Cazul mișcării generale Teoremele generale ale dinamicii Teoremele impulsului în cazul sistemelor de puncte materiale sau de corpuri Teorema momentului cinetic Teorema energiei cinetice Dinamica corpului solid în rotație în jurul unei axe fixe Ecuațiile mișcării Echilibrajul static și dinamic * · ’ · ’ - * V M ' ■ F · Ipoteze și concepte fundamentale ale rezistenței materialelor Modelarea corpurilor deformabile Eforturi în bare Eforturi unitare Deformații specifice Relația între eforturi unitare și deformații specifice Contracția transversală Rezistențe admisibile Coeficienți de siguranță Legătura rezistenței materialelor cu alte discipline Э Diagrame de eforturi în bare Diagrame de eforturi la bare drepte Convenția de semne privind sensul pozitiv al eforturilor Convenția privind axele diagramelor de eforturi Relații diferențiale între eforturi la bare drepte Construcția diagramelor de forțe tăietoare și de momente încovoietoare Diagrama forțelor axiale Diagrame de eforturi la bare cotite întindere și compresiune ζ Calculul deformatilo!· sistemelor solicitate la întindere-compresiune Sistemo static nedeterminate Gcncralităția Metoda eforturilor Teorema lui Menabrea Ecuațiile canonice ale metodei eforturilor Sisteme static nedeterminate solicitate la întindere și compresiune Flambajul barelor drepte Instabilitate elastică Calculul sarcinii critice prin metoda energetică Calculul sarcinii critice prin metoda diferențială (metoda lui Euler) Diagrama efortului unitar critic de flambaj Calculul la flambaj Vibra|iile sistemelor cu mai multe grade de libertate Vibrațiile sistemelor cu mase concentrate Vibrații transversale Vibrații torsionalc Vibrațiile barelor drepte Vibrații transversale Metoda lui Rayleigh Vibrații longitudinale Solicitări dinamice Coeficientul dinamic Solicitări prin forțe de inerție constante Calculul unei bare în rotație Calculul cablului de macara Solicitări prin șoc Răspunsul la o forță variabilă în timp Răspunsul la o forță variabilă constantă aplicată brusc Răspunsul la un impuls triunghiular Solicitări prin forțe periodice Oboseala materialelor Rezistența la oboseală Diagrama rezistențelor la oboseală Factorii care influențează rezistența la oboseală ; Calculul coeficientului de siguranță la oboseală https://neculaifantanaru com https://neculaifantanaru com/en/